Two-level system

Laser excitation, Landau-Zener
transition, resonant collisions,
radiatively assisted collisions



Variables internes et externes

=P P +V(ﬁ—?2)
2m, 2m,
-~ mr+mr, - _. . . _ _ _ mp -mp
R = 11|\/I 22,P=p1+p2,l’=1—2,p= 21M12
H ZZI:/I +2p +V(F):I—AICM +H.,
U

En absence d'interaction, I'namiltonien est la somme de
2 hamiltoniens qui commutent.
Les fonctions d'onde sont alors factorisables.




Plan du cours 1

= | - Hamiltonien d’interaction avec une onde
électromagnetique

= |l - Evolution en bande étroite sans relaxation
d’'un systeme a deux niveaux
o Traitement perturbatif dépendant du temps

o Approximation du champ tournant, profil de Rabi...

o Franges de Ramsey, méthode d’excitation en champs
séparés




I - Hamiltonien d’interaction avec une
onde électromagnétique

Onde électromagnétique : {E(F,t), I§(f,t)} vecteurs réels
Equations de Maxwell

_OB(F,t) | ¢

x E(F,1) = po . V-B(F,t) =0

<!

-E(F,t)z—p(r’t) ;§X§(F,t):ﬂ0j(rlt)+5oﬂo%,aVGC g0t =1

&y

<!

9505 B-VxA ; w(a%’?j:a: e gy A
le couple {A,U} décrit un jauge

oy(r,t)

changement de jauge : A'(F,t) = A(F,t) + Vy(F,1) ; U'(F,t) =U(F,1) — P




‘ Equations du mouvement de A(F,t) et U (F, t)

—

6.(_§U_6Aj=p ; ﬁx(@x,&):yoj?+ig[ VU—a—A]

ot | & ¢’ ot ot
Jauge de Coulomb (ou radiative) : V- A=0 ; propagation dans le vide p=0,] =0
AU =0 (U =0); Vx(vxli)+ia ZA——AA+V(V A) L O°A =0
c” ot c® ot?

Onde éelectromagnetique plane monochromatique progressive de pulsation o :
2

A(r,t):Re{ﬁbexp—i(a)t—IZ-F)},avec:kz—w—Z:OetVA:O:IZ-ﬁb:O

C
E = Re{ia)ﬁb exp—i(a)t —k- f)} . B = Re{iIZx A, exp—i (a)t— IZ-F)}
—iwA, ; B,=ikxA = {E, B, IZ} forment un triédre rectangle
fréquence v = ﬁ,longueur d'onde 1 = = , hombre d'onde k = - °r
27 v’ C




Polarisation linéaire : E = E€ cos(awt —kz + @),

B = By, cos(wt—kz+¢), avec B, = E%

Polarisation o, définies par rapport a I'axe de quantification €,

s € +IE,
' NN

- E :

E, =——=1€ cos(wt—kz +¢)+€, sin(wt—kz+

- E :

E =—216 cos(wt—kz+¢)—8, sin(mt—kz+
=l cos @) —8,sin( ?)|

Polarisation elliptique : E = Re{EO exp—i(awt— kz)}
E, = E,, exp(—ip, )&, +E, exp(-igp )&

_S5T E. = Re{E,&, exp—i(wt—kz+¢)}

D

——

. 5 i
E = ﬁ{Eaea cos(awt —kz + @)+ E,§ sin(wt —kz + ¢)

€, =—COS0E, —sInvE , € =sIin0E, —CcostE , €, € =0

E. -E, -E, E ~E, +E,, gp:(ﬂ%ﬁ, ,_ o ;qo)

a




Faisceau gaussien

o e [AW (g (g
E(r,t)_Re{iZOW(Z)exp( WZ(Z)]exp( ikz — ik 2R(Z)+|§(z)jexp|a)t}

2
Rayon de courbure : R(z) =z {1+ (Z?Oj }

2 1/2 U2
Extension spatiale : W (z) =W, {1+ (i } , taille du faisceau : W, = (ﬁ)
Z, T

Phase de Guoy : &(z) = Arc tan =

0




Intensité d'une onde électromagnétique :

L. o - B = (= s\ = (s = - OB
B(VXE):—BE,E(VXB)—V(BXE):—BE
iV(I§><I§)+g° 8E2+ 1 88220

A 2 ot 2y, ot

En appliquant la formule d'Ostrogradski :

1 = =\ = OE® 1 0B?
L (e a5 ][ 55 5B v <o

Pour une onde plane le flux énergétique moyen (ou intensité) est donneé par :

C
| :%|E0|2




Hamiltonien d'interaction (q < 0)
H = %[ b — qA(?,t)T +qU (?,t)

d <c> E\ e
Théoreme d'Ehrenfest : in———+ =i — +<[C, H}>
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Hamiltonien : H —%[ﬁ - qA(?,t)T +V (F) —%S:E(‘F’,t)

H :(ﬁ—2+V(r)} %A-A(?,t)Jrq—

2m

m
Remarque en jauge de Coulomb : [ﬁ A(?,t)} — ?? : A(?,t) =0

2
z
Approximation dipolaire électrique : exp(ikz) =1+ ikz —( 2) +.~1

~2
H=| 2 svi@) -5 p-A(0,t), si: kz ~20 o1
2m m A




SR , Yy dz 7(A
‘ H=H,+W_., avec: W, - p-A(O,t)
Autre forme de I'hamiltonien (transformation de jauge de Goppert-Mayer)

Wy, =-D-E (6,t), avec le moment dipolaire : D = qF

Jauge de Coulomb : A(T,t) = —Eéx sin(wt—kz+¢), U(F,t)=0
()

Changement de jauge : y (F,t) = E xsin (ot + ¢)
@
E

—

A (Ft)= A(F,t)+ Vg (F,t) ==& | —sin(at —kz+ ) +sin (ot +9)],
)]
U'(F,t)=U (F,t)- ﬁ’fg’t) ~ _XE, cos(at + ¢)

kz ~0= A'(F,t)=0, U'(F,t) = —xE, cos(wt + )

"1V (F)

2

ﬁ':i[ﬁ_q,&’(?,t T —I—qV (f’\)+QU'(%,t) = me +0|V (f)_qiEo COS(a)t+gp)




Remarques : dans la nouvelle jauge ‘ <r> — <2> = <\%>

E -
_ 1% sln(a)t+(0)<'7”f |px|‘//i>

Elément de matrice de W, : <Wf ’VVDE‘%> M

[%,H,]=in o - m% = (v Me

,/,i> = iqE, a)—a‘)fsin (et +)(w, [K|w;)




IT - Evolution en bande étroite sans
relaxation d’un systeme a deux niveaux

N

h

H=H +V\7(t) .
H, = E.[1) 1]+ E, |2)(2] ®

ha, = hao,, = E, — E, — o,
V\7(t) B E(t)_—(D e)E cos(at + )

*

T oxp-ian 12+ 12

6-@‘2>

Wi (t) =h(%expia)t+

hQ =—E, exp igo<1




Equation de Schrodinger

ih%\w(t» = H|w(t)), avec : |w(t)) = a (1)]1) +a, (1)]2)

. d E Q .. .
|aa1(t) = ﬁal(t) - (?expla)t +7exp— |a)tj a, (t)

. d E Q ..o .
|aa2 (t) = 7232 (t) + (EGXpIa)t +7exp— |a)tj a, ()




I1.1 - Traitement perturbatit dépendant du temps
Etat initial : a,(0) =1, 8,(0) =0= a®(0)=1, a’(t)=0si {i, j} = {1,0}

Ordre zéro : al” (t) = exp— I%t al”(t) =0

Ordre un ;
. d E, .o
| — f)=—2a"/(t
d E *

- Q :
i—al’(t)=—2a" (t) +| —expiot +

g; exp— ia)tj 2 (1)

@ 74\ _ (1) 74\ IEtr .. -
a,”(t) =0, a (t)—EXp—72[A +A]

. B _ _ ,
Termeanti-résonnant:A*=9eXpl(w+w°)t 1_0 [I(a)+a)o)tjsm((w+a)o)t/)

= —exp

H(o+a) 2 2 (0+a,)l2

Cexpi(o-a)t-1_ Q" (i(o- in((w—a,)t/2

Terme résonnant : A = = exp|_(a) @)t-1_0 exp (0 ,)t)sin((o-a,)t/2)
2 i(eo-a) 2 2 (0— )12

2 9 [sin((0-ay)t/2 2
Ra®=|A] :|4| { (00— ,)12 )}




Probabilité de transition

(0+ @)t =20t >>1=>t<<1l/ w1l @

O't’/4

Aw = 41/t

Perturbatif : t << i

)

0)12

Fréquence o




‘ I1.2 - Approximation du champ tournant
On pose : a,(t) = o, (t) exp—iamt, a,(t) = o, (t) exp—iot exp—iot

[ %al (1) = (% - % exp— i2a)tj a, (1)

i %az (t) = —5a, () + (% expiZat + %} o (t)

S=w-wy,=0—(0,—a)

On fait I'approximation que les ¢ (t) et leurs dérivees ne varient pas sur une période optique T
7(0) =~ [ o (t)dt’, mais = [ et i200t")dt' =0
ai(t)—ai(t)—?jt o, (t")dt", mals?jt o, (t") exp(—i2et )dt' =

Les équations peuvent s'écrire (validité : o, @,>>|5],|QY]) :

. d Q
'Eal(t) = 30(2('[)

*

1<, (1) = 0, (0 + - 0




0 £
ii a, (t) B 2 | (1)
dtl e, (1)) | Q A

2

2
Valeurs propres de la matrice d'évolution : —A(-1-5)— % =0

1 2 1 ' . ' 2
A, =§(—5i\/52+\Q\ )zz(—5iQ), avec : Q' = /5% +|Q)]

Solutions générales : ; (t) = (A cos(Q't/2) + B, sin(Q't/ 2))expist/ 2
Les A et B, dépendent des ¢, (0). Cas particulier :¢,(0) =1, ,(t) =0:
iQ
O

,(0) =0, 2,(0) =-

a,(t) = (cos(Q’t /2) - Ia(g,sin(Q’t / 2)) expiot/2
iQ ., :

a,(t) = —Esm(QtIZ) expiot/2

N, (1) = ey ()]F =1= N, (), N, (t) = E—LsinZ(g't/z)

Le champ e.m. est supposé cohérent pendant la durée de l'interaction




I1.2.2 - Oscillations de Rabi

Hors résonance (N, et N,) A résonance (N,)
0=C2 Fréquence de Rabi: Q
1.0 4 :\\ r ,'Y\
‘\. I \ . I\. \
- O
0 oot
" N ‘ ’ \ "'
) ‘.
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Probabilité de transition

0.75 -
0.70 4
0.65 -
0.60 -
0.55 -
0.50 -
0.45
0.40
0.35 -
0.30 4
0.25
0.20
0.15 -
0.10 4
0.05
0.00 -
-0.05 -

Profil de Rabi

QOt =

interaction

o o1 NN -

Désaccord en fréquence &



Profil de Rabi d’un jet ralenti 2 v=50m/s sur transition d’hotloge a Cs
These de Saida Guellati 1992, Opt. Comm. 82, 27 (1991)

Signal de la transition d'horloge

| T , T
-10 -5 0 5 10

Désaccord de la fréquence micro-onde (KHz)




I1.2.b - Intluence du temps d’interaction

Population dans I'état excité

o
o

o
&

o
i
1

o
w

o
N
1

o
i

o
[=}

On suppose que les atomes "voient" le champ e.m.
pendant un temps t =t avec une probabilité P(t)

exemple : P(t) = 1exp(—t/r), I'= 1
T T

int

o 1 [of
N, = [, —exp(=t/ DN, (0t T2674|0f + T

Courbe lorentzienne de largeur : 2\/\9\2 +T7°

T T T T T
-2 0 2
Désaccord a résonance (8/Q)




I1.2.c - Mode de branchement

10

0.8 A

0.6

Q)

0.2 A

0.0

Temps de branchement : t/z,,

Qt) =Q, (1-exp(-t/z,)), Ty =1/z,




Cas hors résonance

*

& >>|Q| : un calcul de perturbation dépendant du temps suffit : Oézt(t) = —a, (1) + &(1— exp(-t/z,))

o, (1) = i expist[ — (1-exp(~t'/7,, ) exp(-ist )dt' = i expict Q) | exp(-ist) -1 exp(-ist—T'yt) -1
2 M 2

-0 -0 T,

O | exp(—iot) r
t>>17,, t) = —iexpiot = M
P (1) = Slexpiot { Sis +i5(i5+FM)}

2

Q| T . r r? r : 5
N, (t) = — M _exp(-idt)| ; —HB—= ~exp—if, cosf=—=>1—, sinf=—
45 |(i5+Ty,) (i6+T,,) \I% + T2 + 657 T2 + &
Q - 2
N, (t) = |4§|2 _c052 0+1-2cosfcos(5t— 9)] la population oscille entre |g425| [coso - 1] | °| —[cos@ +1]
. e Q[ [2r2, + 62
Population moyenne : N, = 4—§2[COSZ 0+1]= 45"2 Fﬁ,IM+ it
> g 2l
Branchement soudain ou diabatique 6 <<T",, : N, = 257

(oX}
45%

Branchement adiabatique 5§ >>T',, : N, =




(Cas a résonance

Q(t) |Q<t)|

o, () = a,(t) = exp (i) o, (1)

<o 2<t)—— o) = 20 ”'

@ phase indépendante du temps (champ monochromatique)
jt|gz(t ) ot d& _jat)

o 2 dt 2
do, (8)
dg

eXp |§9) oy (t)

Onpose: &= et

day (&)
dz

(9 | o (£)=0, avec: & t=0; £=0, ay(E=0)=1 a,(&=0)=0

=exp(ip)a, (&), i—2=2==exp(-ip) (&)

a,(&) =—iexp(—igp)siné, (&) =cosé; a,(t) =—iexp(- |¢)sm{[ e )|dt}, a,(t) = cos“ ot )|dt}

2
2

Q(t) = Q, (1-exp(-t/z, )), §=%[t+rM (exp(~t/zy)—1)|==2[t—7,] si t>>7,

ocz(t):—iexp(—igo)sin{%(t—rM )} al(t)zcos{%(t—m )} = N, =1/2




Population dans I'état excité

Populations moyennes

0,6 -

0,5

0,4 -

0,3 5

0,2 -

0,1+

0,0 -

% (A) L
% (8)— Diabatique

% (C)
\ Adiabatique

Désaccord a résonance /Q




‘ I1.2.d — Excitation impulsionnelle

Impulsion créneau T : N,(t>T) =

2 S5° Qz
] sinZLFT], aire de I'impulsion: 6 =|Q|T

5% +|af 2

Impulsion quelconque (largeur T) :

0

(a) A résonance : al(t_+oo)—cos“ -jet)] )| } o, (t = +0) = —i exp (- ,(p)s,n“wlﬂ(zt )| }

Aire de I'impusion : 6 = .[j:|Q(t)| dt

(b) Hors résonance (5>>max |Q|) ou traitement perturbatif (6<<1) : «,(t = +00) = —iexpist I_mQ 2(t )exp(—iét Ndt’

(c) Cas général 6 > 1, max|Q| > & : pas de soltion analytique

*

Excitation par une impulsion trés breve 6T <<1: i%al(t) g;az (1), i ddt a,(t) =—oa,(t) + Q7ozl(t)
. _d Qexpidt d Q" exp-iot Q
@) = A ePISt i oa (1) = O B, (1) <2 4,0), i A0 = e 1)~ - ()

oyt ~T) = —iexp(— |(p)st*:‘Q( ) dt} Nz(tﬁna,):sinzg




II.2.e — Excitation d’un ensemble de
niveaux proches par une impulsion courte

H = Z |><|+Z{ °'exp|a)t+%exp |a)t}[| )(0]+]0)(il ]

i=0,1,2 =12
ol
|W(t)> = Oy > >+ &, >
Impulsion courte : 5. ( )/h S..,T <<1
_d t A Qi

i 92, (1 = o o (t) +—0£2 (1), i “aall) = —0,1,0,(t) + (1)

dt 2 dt 2 ,
Aprés excitation 6 = j_ \/|Qm(t ')| +]Qp, (t ')|2dt' Lo, (t~T) = cosg, 1

Q
i ,(t~T)=-i 20'21’2 - sing ®
V0w @)+ (1) —




I1.3 — Franges de Ramsey
Méthode d’excitation en champs séparés

idal_Q day

=00, +—
22

=—a,, |
dt 2 dt
Champ faible (ordre 1) :

ida o 9% _ 5, 2
dt dt 2

a® =1, o =0

@

*

a, (t) =B, (t)expist, idd%:%exp—iét , B, (1) :j;%exp—i5t'dt'

. o o .
Impulsion créneau de durée 27 : S, (t> 27) =i Q?exp— iorsinsr, n,(t>2r)= %sm2 ot

n, (t > 27) =|Qq| sinc?sr
Deux impulsions de durée z, séparées par un temps T

B, (t> 27+T):Ior%exp—i5t'dt'+j:+r%exp—i§t'dt' =(1+ exp—iﬂ){—i% exp _'2& sin%}

n, (t>20+T)=|Qz| sinc? (%j cos’ (%}

Analogie avec des fentes d"Young




1,0+

0,8 +

o~ 0,6 +
N
P

G 4
e
~~

CN 0,4 -1

0,2+

— Rabi Impulsion 2t
— Ramsey 1 et T=5.5¢
.......... Rabi Impulsion <




‘ Dispersion des temps d’interaction

Deux impulsions de durée r, séparées par un temps T = ar,
mais avec dispersion du temps d'interaction

n. :_[ooexlo(_flro)|Qr|zsinc2 ot cos? oar dr
’ 2 2

0 TO

Analogie avec des fentes d"Young en lumiere blanche
Conservation de la frange centrale

Qf [ r’ I’ 1 r’ 1 r’
n,=—-|1

_ _|_ [ —_—
5° I’+6° T’+a’s® 27172 +(0{+1)2 o 2717 +(a—1)2 5°
I'=1/7,




2 2
n_Xx(T"/Y)

—— Les centres des deux impusions
sont séparées 5.5 fois la durée d'une implsions




N impulsions

N impulsions de durée r, séparées par un temps T

o [T Q) o o | QT —ior O
,6’2(t)=jz:(;jjjT Eexp—lét dt :JZ:(;exp—lmT {—lgexp 5 sin 2}
. 2
n2 (t) ZE‘QT‘Z SIﬂCZ (57) 1—eXp—|§NT
4 2 )| 1—exp—1oT

L (SNT
1 ot o (2)
n, (t) :Z\Qr\z sin cz( ; )

[T

Analogie avec un reseau de fentes




n 2/QT

+ Rabi: Impulsion t
—— 4 Impusions t
3L séparées par T=5.51
2 1
14 Lt
! | ! | | !
! | | | '
-10 -5 0 5 10



Deux impulsions /2

jdoa _Q 9% s s
it 2 dt

Impulsions z/2 (|Qz=7/2) : & (r) = (cos(Q'r/Z) —Igsin(Q’r/Z)j expior /2

*

2

o, (7) :—%sin(Q'TIZ)expi&/Z Cavec: ' =.Jlof +6°
s 2
O 2
J2

<<1, al(r):%, a,(r)=-i
Evolution librede za 7+ T : al(r+T):72 : az(r+T):—i7expi5T

Passage de la seconde impulsion /2

99, (o T) —i5 2 expioT + 232 2 V2
it 2 222 2

a,(2t+T) = (—i %exp 10T cos(Q'7/2) + %sin(Q%/Z)j expior /2

n,(2z +T) = cos® (%j




2 impulsions 1/2 (cas général)
do, Q  .da, ‘

=—a, , | =—oua +Q—a
dt 2 7 dt 2

Impulsions /2 (|Q|z =7/2) :

a,(7) B . ,(0)
L% (T)j =M(r)expior/2 L% (0))

v cos(Q'7/2)—i(5/Q")sin(Q'z/2) —i(Q/Q")sin(Q'7/2)
(7)= -i(Q/Q)sin(Q'7/2) cos(Q'r/2) +i(6/Q")sin(Q'r/2)

avec: Q' = \/|Q|2 +6°

Evolution librede 7 a 7+ T : (“1(””): D(T)(“l(f)] . D(T) =(1 0
a,(t+T) a,(7) 0 expioT

a,(2r+T)
a,(2r+T)

a,(2r+T) =i (Q"/Q)sin(Q'r / 2) expist x
x{[cos(Q’r/Z) —i(31Q)sin(Q'7/2) |+ [cos(Q'7/2) +i(5/Q")sin(Q'r/2) |exp i5T}

QZ ! ! ! 2
n2(21+T)=4Qsin2 270 cos[ 27 | cos or —isin 27 \sin or
Q' 2 2 2 Q' 2 2

a(t+T)
a,(t+T)

)zM(r)expi&/Z(

Passage de la seconde impulsion 7/2 : (




0,2 =

2,0

1.0+ - Impusion =
L |

3k 2 impulsions =2
[| ::: ::: [| Sﬂpam [h 55 -

-10 5
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