LA METRICA  CON SIMMETRIA
SFERICA NELLE COORDINATE DI

PN

LEMAITRE

Scopo :ricavare dalle equazioni di Einstein la
metrica con smmetria sferica nelle
coordinate di Lemaitre, usuamente
ottenuta In letteratura dalla metrica con
smmetra sferica nelle coordinate di
Schwarzschild mediante una
trasformazione di coordinate.

Riferimenti bibliogréfici :

1) spunti forniti dal Prof. R. Vergara
Caffardlli

I1) confronto con 1 risultati ottenuti da A.
Papapetrou ("Lectures on Generd
Relativity", Reidel, Dordrecht, 1974) che
risolve le equazioni di Einstein In
presenza di materia




Simmetria sferica e sistemi sincroni

In un campo gravitazionale a simmetria
sferica |lo spazio-tempo ha un sottospazio
bidimensionale massimamente simmetrico di
tipo spazio | cul vettori di Killing sono le
rotazioni intorno ad un qualungue asse passante
per il centro di Ssmmetria.

|| generico intervallo per lasimmetria sferica

ds? =- e dt2 + e2 () dr2 +
+ @2m(r,t) (dq2 + Sean dj 2)

Scopo : determinare le componenti di g,
nell'ipotess di sistema di riferimento
sincrono

ezg (r’t) :1

Equazioni di Einstein

G =R%- 2 g R=-8pGT",



Soluzione delle equazioni di Einstein
per la metrica di Lemaitre.

Equazioni di Einstein per un generico sistema
sincrono:

| +1°+2in+ 2t =0 (1]
| +1%+2l - e 2 (2nt+2m2-2nil" ) =0 (2

m+2mt+m -e? (m'+2m2-m|'):_e-2rr
[3]
I’ﬂ(|.-m):m [4]

Fra tutte le soluzioni delle [1] - [4] sara ottenuta
una soluzione particolare che Individua un
particolare sistemadi riferimento.

Dala[4]
ﬁ (I -m-Ig|m|):O [5]
b d-m=1+¢g0 i

s sceglief(r)=0 ed il segno positivo. L'ipotesi ni>0
implica  che  l'area dell'ipersuperficie
bidimensionale di tipo spazio (A = 4p e™m ) e
funzione crescente di r.




e -m=nj [6]

Derivando In della[6] rispetto alla coordinata r

l'm-m2-n'=0
3

| +1%+2/m=0 (2]
B .

m+nf-m =0 (1]
£

| ntegréando [11]

%(I-m-ln“ﬂ):o [7]

Sottra[?ndo [7] a[5]

m=+ K(r) m [8]

dove K = ef(")
In particolare nella [8] s utilizzail segno negativo

Nella[3] la[1] ed e 2 dala[6]




3nf + 2= 0
3
Integrando
3
m=+ R(r) e 312m
3

|ntegrando
£

e2m= % RN (Fn £t)

Il Indella[9] pone lacondizione

F(r)zt>0

derivando In [9]

- —
m= 2
3 F(r

t

N’

I+
H+ | P

4= RO L 2 FO

RI) 3 Fr) £t

[3]

CoN R(r) = eRO,

[9]

[10]

[11]

Dal confronto trala[g) m=- K@) m ele[11]



R(r) = costante = R,

3

. 2 + 1
m= <
3 K+t
m = 2 Fl(r)
3 K+t

[12]

[13]

Dalle [13], |a relazione [8] e soddisfatta per K(r) e
Fr) tali che F(rr) Kr) = +1 (le [13] con il segno
positivo sono incompatibili conle condizioni m >0

eF(r)+t>O[10])
Perk =1

S ottiene quindi

':_Z 1
m 3r-t
=2 1
m 3r-t
valida per

dallajio] e m>o
Dalle[14] e[12], la[9]
3

F(r)=r

r-t>0

[14]

[13]

[15]



eZm= (% ﬁo)4/3 (r- )43 (97

§(3R) )
per la[6] e[13]

R, X

Ponendo
t ® Xx° r ® x?t

3

_ 2, 4f3 5 4/3 dX12
ds? = - dx© +9(2 Ro) (xt - x0)23

+ ( % [:QO)‘V?’ (xL - x0)43 (dq2+ sen2q 2)

OSSERVAZIONI

-La metrica ottenuta non e statica

-La metrica non e asintoticamente piatta

-Il Teoremadi Birkhoff assicura che la soluzione
ottenuta e equivalente ala soluzione di
Schwarzschild (che e statica) e che da essa
differisce per unatrasformazione di coordinate

Valutazione di R,




-Non e possibile utilizzare i risultati della
Teoria Newtoniana poiché la metrica non e
asintoticamente piatta

-Si fa 1l confronto con Schwarzschild
utilizzando la trasformazione di variabili

Trasformazione di coordinate

Xo, X1 coordinate nal sistema sincrono
t, r coordinate di Schwarzschild

N Ro ©
w=-t+Q cRoy T g
0¢™ L-1°
& R o
B [16]
2 e Ro ©
x1:-t+Q g&+ﬂ+ T dr
O rr Ro Arz-l_
& R2 g



5 . ae 0
d?=- B - R0 024 gL+ 4 dr2e 12 dW/

[17]

L'Iintevallo di Schwarzschild:

d?=- ((1-2CGM ) g2+ (1_d2f%M) +12 AW

[18]

Confrontando [17] e [18]

R2 = 2GM

3

Metricadi Lemaitre

_ 4 \1/3 dx12
ds? = - % + (§ ) (ZGM)ZIB( x1 _Xxo)2/3

(2)7 (26M)23 (xt- xo)*3 aw?
271



Metrica di Lemaitre
x1-x0>0 [15]
esingolarea xt = x°

3 OGN dalleie]
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Linee di universo a x1=cost.




1) Le ipersuperfici r = costante dWe = 0 della
metrica di Schwarzschild nella metrica di
L emaitre sono rette parallele alla singolarita

2) La metrica di Lemaitre non ha orizzonte a
=2GM e, in particolare, ha un'unica soluzione
Interna ed esterna. La coordinata Xt € ovungue
spaziae e la xe ovungue temporale.

3)r>2GM P cono luce contiene rettar = cost.
r < 2GM b cono luce non contiener = Cost.
3

per r < 2MG tutto sl propaga verso la singolarita

4) Le linee di universo a Xt = costante sono rette
parallele all'asse dal tempi xo, In particolare sono
geodetiche. Infatti I'equazione delle geodetiche
per le linee del tempo

%+G'bou0u0:0

e automaticamente verificata poiché u0 = 1 e

a

G ® 0

5) L'osservatore che nella metrica di Lemaitre ha



coordinate x! = costante, q = costante, | =
costante soddisfala

dxt=0

differenziando la[16] e sostituendo nell'intervalo
di Schwarzschild adW =0

g_ \/267I\/I(1 ZGI\/I) im - dr _

re y d
dt _ 1 lim dt - g
ar 1.2GM r® ¥ o

Equazioni dell'orbita di una particella che ha
velocita nulla al'infinito e che cade radialmente
verso lasingolarita

8) ipersuperficie xe = costante P ipersupeficie
piatta

ds? = (%GM )2/3(dr2+r2d\/\/2)

con I =( x1 - XO)Z/3 =r

Vettore di Killing di tipo tempo



Lasimmetria sferica ha un vettore di Killing di
tipo tempo (x" X <0). Nella metrica di

Schwarzschild, adattata al carattere statico della
smmetriasfericax” = (1,0,0,0).

Nellametricadi Lemaitre x = (-1, -1, 0,0).

dxg‘: axm x' > x0
dxn
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Soluzione delle equazioni di Einstein valida nel



semipiano X' < X0 (mM<om=-m)

_ 4 \v3 dx12
47 = - ax* + (5 (ZGM)Z/B( x1 .Xxo)2/3

(% 23 (2GM)23 ( x1 - x0)43 dWP

1)

2) xt-x°=-4CM (2c£|v| )"

3)  VettorediKilling x = (1, 1)

[3] mM>0 m=m



_ 4 \U3 dx12
) = 4] o B

<
(9 = 2aM)23( x + o AW

2)  xo+x1=Z6M (5l

Inversione temporale (x0 ® - x°) dellametricadi Lemaitre.

N

Linee di universo a X! =cost.

[4] mM<0 m=m



9 ( X]_ + XO)ZS

) de=-axe2+( 4)7 oM o
(19 (2GM)23  xt + xopts QW

2 x+xt=-26M( L

3/2
3 2GM )

Lasoluzione 2 € ottenuta dalla 4 per inversione temporale.

N

Linee di universo a x*'=cost.




