
Distribuzioni

Distribuzione binomiale

Parecchi problemi riguardano prove ripetute ed indipendenti di 

un processo per cui l’esito di ogni singola prova è dicotomico:

•Si o no

•Testa o croce

•Colpito o mancato 

•Ecc

•In generale : successo o fallimento

Esempio : - lancio della moneta n volte

- numero di bambini nati da un gruppo di n madri in attesa

- numero di colpi centrati dopo aver tirato  n palle a un 
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- numero di colpi centrati dopo aver tirato  n palle a un 

bersaglio fisso

Si vuol conoscere la probabilità di k successi (o fallimenti) 

in n prove , indipendentemente dall’ordine con cui capitano.

- Assumendo che  per ogni evento E la probabilità di un 

successo sia  p e di un insuccesso sia 1-p = q e che non 

cambino tra un tentativo e l’altro, tale probabilità è descritta 

dalla distribuzione binomiale



- Infatti, supponiamo che l’evento E sia il risultato del lancio 

di una moneta. I modi in cui può accadere sono : testa o croce

-Sia P(T) = p e P (C)= q

-La probabilità che in n lanci i primi k diano T e gli altri n-k 

diano C è

-Questa è solo una possibile sequenza per la realizzazione di k 

volte T e n-k volte C.

-Tutti possibili modi sono le combinazioni di n elementi prese 

a k a k.a k a k.

Il calcolo combinatorio ci fornisce la formula seguente:

-�ota: questo è un termine dello sviluppo di un binomio 

elevato alla potenza n:
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Proprietà della distribuzione binomiale

•Normalizzazione.

•Calcolo media
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Ponendo

Ricorda: n

k



Proprietà della distribuzione binomiale

•Si dimostra (vedi appendice) che la varianza

= npq

Esempio: Sia E il lancio di un dado. 

Sia n=4 il numero di volte che si lancia il dado.

-La probabilità che un numero , per esempio il 5, esca  

0,1,2,3,4, volte  è data dalla distribuzione binomiale con 

n= 4 e k = 0,1,2,3,4 rispettivamente
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Calcolo esplicito di B(4,k) per ogni valore di k



Esercizio (per casa): costruire sperimentalmente la 

distribuzione B(4,k) operando così:

L. Andreozzi

<andreozz@df.unipi.it>

5

distribuzione B(4,k) operando così:



Esercizio : Una madre da il permesso alla figlia di 

andare a comprare una maglietta .

Il commesso prepara una file di 15 bellissime magliette 

e la figlia le prova 1 ad 1 e con una probabilità 0.7 le 

scarta  perché non le piacciono, altrimenti le compra.

Qual è la probabilità che torni a casa con 6 magliette?

R : La scelta è binaria: compra – non compra . Si usa 

binomiale
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B(15,6) =            (0.3) 6 (0.7) 15-6 =           (0.3) 6 (0.7) 9 = 

=0.147 

15

6

15!

6! 9 !



Definizioni del numero e

Si possono anche dimostrare le seguenti uguaglianze

Da cui per x = 1 si ottiene una formula da cui è facile valutare e
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Distribuzioni

Distribuzione di Poisson

La distribuzione di Poisson si presenta come forma limite della 

distribuzione binomiale quando il numero medio dei successi  è 

molto più piccolo del  numero degli eventi possibili. Vediamo.

Esempio : variabile casuale : numero di studenti che si 

immatricolano ogni anno a chimica.

-Supponiamo di avere sul monitor del computer un elenco di 

tutti gli immatricolati a ‘scienze MFN’ e di scorrerlo alla 

ricerca degli immatricolati a chimica. 
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-Ogni studente dell’elenco (N=1000, buona stima degli 

immatricolati) rappresenta un tentativo : si ha un successo 

quando  lo studente è di chimica.

-La probabilità a priori di un successo per ogni singola prova  

può essere valutata dal rapporto: 

�ro medio studenti che ogni anno si iscrivono a chimica / nro 

totale degli studenti immatricolati a scienze

Si può stimare che tale frazione valga p= 35/1000 .

-Si parte dalla binomiale con l’ipotesi p<<1, n>>1, n>>k



Ricordando che µ = np e quindi  che µ k = (np )k si ha

-Con l’ipotesi p<<1, n>>1, n>>k il rapporto di fattoriali 

diventa: 

L’ultimo termine può essere riscritto, con l’uso del 

teorema binomiale come 
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Poiché n = µ/p

Passando al limite per p ->0

e infine



Proprietà della distribuzione poissoniana

•Normalizzazione.

•Calcolo media

dove si è usato la definizione di e.
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dove si è posto



Proprietà della distribuzione poissoniana

•calcolo della varianza
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Esercizio: vengono trasmessi 105 bits binari (0, 1) e la 

probabilità di errore nella trasmissione di ogni bit è 10 -3 , 

indipendentemente dagli altri . 

Calcolare la probabilità che k bits siano errati

R : Si ha una poissoniana con media µ = n*p = 10 5 * 10-3

P(k) =   e −µ * µ k / (k!) = =   e −100 * 100 k / (k!)
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Distribuzioni

Distribuzione di Gauss

• Premessa matematica: studio della funzione  
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Distribuzione di Gauss

con σ e µ costanti di cui si chiarirà il significato.

E’ continua, e rappresenta una densità di probabilità

E’ legata alla funzione            col cambiamento di variabile
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E’ normalizzata, come tutte le distribuzioni

Si dimostra usando il cambiamento di variabile

e il calcolo precedente di I2

Media

Si dimostra per esempio calcolando direttamente l’integrale

�ota: la costante µ è proprio la media

Varianza

Col cambiamento di variabile

�ota: la costante σ è proprio la deviazione standard
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La probabilità che la variabile x sia compresa in un generico 

intervallo [0, a] è

Tavole dell’integrale per una variabile gaussiana  z  in forma standard  

cioè con media µ=0 e deviazione standard σ =1

Questo integrale non ha espressione analitica

e la funzione di distribuzione diventa
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Esempio sull’uso delle tavole: supponiamo di avere una variabile 

gaussiana con media µ = 20 e deviazione standard  σ = 4
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�ota 1: la distribuzione di Gauss si ottiene formalmente come caso 

limite della binomiale quando n->∞ e p resta costante .

In pratica quando np e n (1-p) sono ≥5 la gaussiana è già 

una buona approssimazione della binomiale.

Poiché la binomiale ha media np e deviazione standard 

La corrispondente gaussiana è: 

�ota 2: si può dimostrare che la distribuzione di Gauss si ottiene anche 

come limite della poissoniana  per grandi valori della media µ

In  questo caso la deviazione standard vale (µ)1/2In  questo caso la deviazione standard vale (µ)

Per cui la corrispondente gaussiana è: 



Esempio (nota1): Si calcoli la probabilità che , lanciando 10 monete, 

il numero t di teste  sia compreso tra 3 e 6.

R: Usando la statistica binomiale si ha, con n = 10 e p=1/2
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Per usare l’approssimazione gaussiana , t deve essere considerata 

continua e non discreta. In questo schema  3≤ t ≤6 diviene 

2.5≤ t ≤6.5



Esempio (nota2): Supponiamo che in un dato campione di materiale 

radiattivo vi siano in media 30 decadimenti al secondo. 

Qual è la probabilità che in un certo  intervallo di 1 secondo il numero

di decadimenti sia compreso tra 30 e 35.

R: Usando la statistica di Poisson la probabilità di avere k

decadimenti è 
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Per usare l’approssimazione gaussiana , analogamente all’esempio 

precedente 29.5≤ k ≤ 35.5 



Distribuzione del χχχχ2222
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Tabella riassuntiva
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Appendice 1: calcolo della varianza per la 

distribuzione binomiale
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Ricorda: n

k



Appendice 2
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Appendice 3
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Appendice 4
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