Analisi delle dipendenze funzionali: il fit dei dati

* Dati n punti (Xi, Y1) 1l problema di fit o best fit consiste nel cercare una
curva semplice che si adatti nel migliore dei modi a1 dati

* Spesso c1 sono ragioni per preferire una data funzione ( teoria,
analogia) : si tratta di scegliere 1 parametri da cui questa funzione
dipende in modo che sia la migliore possibile.

* Esistono vari criteri per dire che una curva ¢ la migliore possibile:
-Un fit di tipo generale

- ¢ metodi particolari piu semplici che richiedono pero la verifica
preventiva della seguente condizione :

I’errore propagato da X a Y attraverso la funzione deve essere

trascurabile nei confronti dell’errore sperimentale stimato nella misura
diY

Tradotto in linguaggio matematico:
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Metodo dei minimi quadrati

e Chiamiamo i =Y —[(Xi] 1a differenza tra il valore misurato Yi
e 1l corrispondente y = f(X;) valore dellacurva

 Sicostruisce S=2 (DiP=2X [Yi - {iXD)]?

* [l metodo dei minimi quadrati stabilisce che 1 valori per 1 parametri
della funzione f(x) sono quelli che minimizzano la somma S

* Osservazione: il principio che sta alla base del metodo tratta tutte le
misure Yi sullo stessi piano, accettabile solo se le misure hanno lo
stesso errore

» Esempiol:

supponiamo che Y sia direttamente proporzionale ad X : allora y=1{x) diventa semplicemente ¥y = mx , clo€
una retta che passa per 'origine carafterizzata da un solo parameiro, il coefficiente angolare m. La somma 5

diventa

s=XIDit = E!'ﬁ - é:ﬂii]l
il valote di m che rende minima la somma S sard guello che annulla la denvata dS/dm

Caleoliamo allora 1a derivata

dS/dm =-2 E(¥i - mXi1) Xi

e poniamola uguale a zero

2 XYi - mXi) Xi=0 2



¢ successivamente
XYiXi- mEXi2=10

m= XYiXi <:|

FXi?

da cui infine 51 pud ricavare m

» Esempio?:
sl Misura una quantiti y varie volte, ottenendo n valori distinti ¥;. Sia z il tempo;

flz) = cost = a. Per trovare il miglior valore di a bisogna minimizzare la quantita

Y (Y —a)?
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La media aritmetica rende minima la somma dei quadroti degli scarti.



e Esempio3:

la funzione ipotizzata sia lineare: f(z) = a+ br, e {X, Vi = 1.

..n} siano le

misure. Per trovare i migliori valori di a e b perché la retta si adatti il meglio possibile ai dati

sperimentali costruiamo la funzione

§ = Y0¥ - F(X)P = 3 (¥ - a - bX:P.
=1

i=1

Bisogna cercare il minimo di 5 al variare di a e b:

8s

s -2) (Yi—a—-bX;)=0
8s

o5 = 2L (Yi—a=-bX)Xi=0

Na + bEX; = TY;
aLX; + bEX? = EX;Y;

LY, - zx‘ EX; « zx-r.-

a=
EX? — (ZX;) <]
b=nEanF zx{ Y
nEx’-[Exy
T :_ _ (AY)EX?
(Aa)" = ) (ﬂ?) o o nEX] — (DX

=5 (2) @avp = ﬁ(‘?—f}é—xl?

=

O Esercizio: ricavare con il metodo dei minimi quadrati il miglior valore di a per le seguenti

funzioni:
e f(x):=axz,
e f(z) = az?,

v f(z)=ae”"

Il metodo dei minimi quadrati da risultati semplici in tutti i casi in cui la funzione f(z)
dipende in modo lineare dai parametri: infatti in questi casi le condizioni di minimo

conducono a sistemi di equazioni lineari nei parametri.
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Metodo dei minimo chi quadro

Supponiamo di avere delle misure X, ¥; tali che 'errore su ¥, sia #; mentre manteniamo
pet ora l'ipotesi che ['errore sulle X, sia molto piccolo.

Invece di calcolare le differenze D; = Y; — f(X;) si usa

D; = ﬂ-f(-’ﬁh

g

cioé ogni differenza viene pesata col relativo errore: si cercherd poi il minimo della fun-
zione:

)

i=1 &

(Juesto metodo viene indicato come il metodo del minimo x®. Infatti se si assume che le
¥, abbiano una distribuzione gaussiana, le I[J; sono variabili gaussiane con media zero e
varianza uno ed S & una variabile che ha la distribuzione del y*.

O Esempio: Sia f(z) = Cte = a. Applichiamo il metedo appena imparato:

B v 3
5 = E(ﬂﬂ? ﬂ) = minimo

ciog 1 valori delle ¥; sono pesati con l'inverso dei quadrati dell’errore. Si usa tutte le volte che
le misure hanno precisione differente. Questa importante formula & detta media pesata delle ¥;.



Q Esempio: Prendiamo come funzione f{z) = a + bz.
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Test del chi quadro

Richiamiamo la definizione della variabile “y? a n gradi di liberta™: date n variabili z,
gaussiane con media p; e deviazione standard o, costruite le variabili standard

Ti=H

Ly = i

la quantita

si chiama x? ad n gradi di liberta.

P(§) = gt -5/
0T (2)
E[§] = n
.:r:s = 2n

La tavola riportata nell'ultima pagina da qual'e il valore v di § tale che per un assegnato
n ad una assegnata probabilita p

P(S<v)=p.

Ad esempio sia n = 10, ci si domanda qual’e il valore 4 di x? tale che la probabilita che
5 < « sia il 95%:
P(S10 < 7) = 95%,

Le tavole? in corrisponedenza della riga 10, colonna 4 danno 4 = 18.3.

L. Andreozzi 7
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n & the A Xss Ase A X3 s Eﬁn Izﬂ_s I.ll:rr_:- Lot Loos
1 FA8 663 502 384 271 132 455 102 .0158 0030 0010 0002 0003
2 106 921 738 593 461 277 139 575 211 103 .0506 .0201 .0100
| 12,8 113 %35 7.B1 625 441 237 121 584 352 216 155 072
4 149 133 111 949 778 539 336 192 106 711 484 297 207
5 16.7 151 128 111 924 E63 435 267 161 115 .B31 554 412
] 18.5 168 144 126 106 7TB4 535 345 220 164 124 872 676
[ 2003 185 160 141 120 904 635 4235 283 217 160 124 0BD
| 229 201 175 155 134 102 T34 507 349 273 218 1.65 1.34
9 23,6 21.7 1940 168 147 114 834 590 417 333 270 209 1.73
10 252 232 205 (183|180 125 0934 B4 487 394 23325 256 2186
11 26.8 247 219 TO7 173 137 103 758 558 457 282 305 260
12 28.3 262 233 21.0 185 148 113 844 B30 523 440 357 3.07
13 20.8 277 247 224 198 160 123 930 V.04 589 501 411 357
14 31.3 2941 261 237 211 171 133 102 779 657 563 468 4.07
15 328 306 275 250 223 182 143 110 B855 726 626 523 460
16 441 320 288 263 235 194 153 1.9 83 708 691 581 514
17 357 334 302 276 248 205 163 128 101 867 756 641 570
18 7.2 348 315 289 260 216 173 137 109 939 823 701 B.26
19 386 362 329 301 272 227 183 146 1.7 101 B9t 763 684
20 400 376 342 N4 284 238 193 155 124 109 959 826 743
21 414 2389 355 427 296 249 203 163 132 116 103 890 B0
22 428 403 368 339 308 260 213 172 140 123 10 954 BEd
23 442 416 387 352 320 274 223 181 148 131 117 102 926
24 456 430 394 364 332 282 233 180 157 138 124 108 988
25 489 443 406 377 344 293 243 189 165 146 1331 115 105
26 485 456 419 389 356 304 253 208 173 154 138 122 112
a7 4956 470 432 401 367 315 263 217 181 182 148 129 11.B
28 51.0 483 445 413 379 328 273 227 189 16% 153 136 1I5
23 52.3 496 457 426 331 337 283 236 188 177 160 143 139
aa 3.7 509 470 438 403 348 393 245 296 185 168 150 138
an 56,6 B37 593 558 518 456 393 337 291 265 244 222 207
50 7.5 762 714 675 632 563 493 4209 377 348 324 297 Z28.0
&0 2.7 8B4 833 741 744 G700 593 523 465 432 405 I75 355
s 104.2 1004 650 905 855 TV.6 633 61.7 553 ST 488 454 433
BO 116:3 112.3 1066 1019 S66 831 793 7.1 643 604 572 535 51.2
g0 1283 1241 1181 1131 1076 986 823 806 7331 691 656 61.3 582
100 1402 135.2 1296 1243 1185 1091 935 901 824 779 742 701 €73




*1) Il %% puo fornire un criterio generale ed obbiettivo per
decidere se una certa equazione descriva bene oppure no i
risultati sperimentali
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Fip3.4 Sono i 4 cast di At retiifineo descrilli mel desio. Nei riquadii sono riportst per egni Gt il valore
def 7, di N-2 ¢ dei 2 parametn della retls, rispellsvaments ¢ od m otlenuti dol i

Caso (1): i punti mostrano un andamento rettilineo ma le incertezze sono molto piccole per cui i
punti scartano dalla retta per “molte deviazioni standard™;

Caso (2): i punti mostrano un andamento rettilineo ma le incertezze sono molto grandi, per cui i
punti scartano dalla retta solo per “frazioni di deviazioni standard™;

Caso (3): 1 punti mostrano un andamento diverso da quello lineare. Gli scarti dei punti dalla retta
hanno a loro volia un andamento;

Caso (4): 1 punti mostrano un andamento rettilineo con le incertezze tali per cui i punti scartano
mediamente una o poco pill deviazioni standard.
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Osserviamo che: nei casi (1) e (2) 'andamento rettilineo & ragionevole, ma probabilmente non
sono ben stimate le incertezze dei punti. Nel primo caso la media del modulo dei residui & molto
maggiore ¢ nel secondo molto minore delle singole incertezze (o) stimate dai dati. Nel caso (3) si
potrebbe ipotizzare un andamento diverso da quello lineare. Infine il caso (4) & quello “buono™, ciog
|'andamento & rettilineo e le incertezze sono ben stimate.

L. Andreozzi 10
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il test consiste nel calcolare il valore di questa variabile e poi confrontarlo con il valore

atteso(cio® il numero dei gradi liberta V): se dal test si ottiene un valore molto diverso da questo, &

lecito sospettare qualche problema.

Riprendiamo, come esempio, i 4 casi enunciati, per i quali il valore del numerodei gradi di liberta &
sempre 8, mentre il valore ottenuto peril }2 vale, rispettivamente:
circa 86 nel caso 1): meno di 1 peril caso 2); 216 peril caso 3); circa & infine nel caso 4).

Risulta chiaro (vedere figura iniziale) che il valore troppo grande ottenuto nel casol ed il valore
troppo piccolo ottenuto nel caso 2, sono essenzialmente da imputare alle stime entrambe errate delle
incertezze sperimentali: sottostimate in 1. sovrastimate, invece, in 2,

Il caso 3 & il pili sospetto: il valore ottenuto per il ¥2 & molto elevato, come nel caso 1, ma non
sembra imputabile stavolta ad una errata stima delle incertezze; & probabilmente errata I'ipotesi di

linearita.

L. Andreozzi 11
<andreozz@df.unipi.it>



*1) Il 2 puo fornire un criterio generale ed obbiettivo per
decidere se una certa equazione descriva bene oppure no 1
risultati sperimentali

-Supponiamo di aver misurato {X1,Y1} legate tra loro da una
funzione y=f(x,p) la cui forma ¢ ipotizzata sulla base di
considerazioni fisiche ecc € 1 cui paramatri sono stati stimati
col metodo del minimo 2.

11 ¥* in questo caso vale

" Y = f(Xi, Pl _
x' = E at. =5

-Quanti piu S € piccolo tanto meno la curva teorica si discosta
dai dati sperimentali

-che significato ha S?

al numero di gradi di liberta dove si trova 5.

Si i ' denza
cerca sulle tavole in corrispon § :
> liberta v & il numero n delle misure meno il

Quando si fa un fit il numero di gradi di
numero n, di parametri della funzione f(r,p)

tﬂ':ﬂ_'ﬂﬂ
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Per esempio supponiamo 5 = 7.2, v = 5. Si ottiene P(x? < §) = 80%. Questo significa
che ripetendo le misure tante volte ci si aspetta che nell’80% dei casi si otterra un valore
minore di 7.2, cioé 7.2 & un valore non molto buono per il x*, ma nemmeno assurdo, nel
20% dei casi pud succedere che venga un risultato pin alto.

Convenzionalmente si accetta come limite per i risultati buoni quello del 95% da un
lata, e quello dello 5% dall'altro, perche, anche se a prima vista sembra che la cosa miglore
sia ottenere dei yv? molto piccoli (o addirittura zero), in realta questi casi vanno guardati
con sospetto. Di solito x? piccoli si ottengono perche gli errori sono sovrastimati, oppure
i risultati sono truccati, cioe lo sperimentatore (consciamente o no) tende ad attribuire al
risultato delle misure il valore che gli piacerebbe.
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*2) Altra applicazione del test del 2

*Supponiamo di fare un esperimento che ha come oggetto
’osservazione di possibili eventi Ei, Es,..., En di cul ]
registriamo la frequenza Oh1,0s,...,0k,..., 0, (‘0" sta per Osservato)

*Facendo ipotesi sul processo conosciamo le frequenze teoriche
E13 €2y« 3 Eno

| . Ci saranno differenze tra le frequenze
psservate e quelle teoriche, Per determinare se le differenze sono significative (e quindi
eventualmente rifiutare le ipotesi che hanno portato a calcolare e;) si usa la quantita

20, - ¢)?
E{ Eif}

=1

che viene considerata ancora una variabile x?: formalmente ricorda un y? perché si sup-
pone che sia Poissoniana la distribuzione di ognuna delle frequenze O; e I'0); musurato
rappresenta il valor medio della distribuzione campione, ¢€; rappresenta il valor medio

della parent distribution. ed inoltre per la Poissoniana ¢f = e

[ gradi di liberta sono n—m—1 dove n & il numero delle osservazioni fatte, m e 1l numero
dei parametri che servono per calcolare le probabilita degli eventi Ey, Eq, ... Esy. .. En
e quindi le frequenze teoriche; inoltre c'e la seguente relazione:

0=

i=1

e questa relazione causa la perdita di un altro grado di liberta.
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[ | Esetnpiu: st supponga di avere un Fuglin di carta diviso in 64 quadrati numerati {da 1l a
§4). Si prendono 64 dischi e si lasciano cadere sul foglio di carta uno alla volta, in modo che
si distribuiscano pressoché uniformemente sul quadrato. Quindi si fa una tavola suddividendo 1
quadrati in funzione del numero del dischi che essi contengonao:

E: n® dei dischi || Og: n® quadrati | e;: frequenza
per quadrato. con k dischi. teorica
[0 21 23.54
1 26 23.54

2 13 11.77

3 4 3.22

4 0 0.38

2 O  n*osservaeo
H a
B B n* teorico
= o =
£ - =
L ¥ ]
3
[ [}
5 « O
o @
2 . 2
-= ‘ : -
1 2 a 4

n® dischi per quadrato

Per caleolare le frequenze teoriche, si & fatta l'ipotesi che la distrbuzione della variabile k sia
una Poissnniana:

k
- 1
P{k}:%e “:E-c 1

Ovviaments u vale uno (64 dischi in 64 quadrati cict in media un disco per quadrato). Le
frequenze terriche si calcolano moltiplicande P(k) per il numero totale n = 64 dei quadrati:

1
I'!l

croe _E _EJI 6_1
e e

e
g
£
[
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Adesso prendiamo la calcolatrice e troviamo 5

3
= (0i—e)  _ (21-2354) (26 - 23.54)°
5‘; e - 2351 T 2354
(13-11.77)° , (4 -5.15)°
* o YTsmoo

Calcolando 1a somma § si ottiene § = 0.91. I gradi di liberta sono 4 — 1 — 1 = 2. Utilizzande le
tavole si trova:

P(x* < §) =~ 35%.
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