Formule approssimate

* Supponiamo di avere una funzione f(x) tabulata, cio¢ se ne conoscano i
valori f; in corrispondenza di punti discreti x; dell’asse x.

S1 pongono 1 seguenti problemi:
-Come derivarla

-Come integrarla

-Che valore assume per X; <x< X,

Formule approssimate per la derivata di una funzione data per
punti

Supponiamo che i punti della tabella siano ugualmente spaziati di una quantita h:

T; =T, th 1 =0,1,2,...,n

Supponiamo poi che la funzione sia derivabile su tutto I"intervallo delle z in cui inturessfa.
elaborarla, ed inoltre che h sia abbastaza piccolo in modo tale che la [unzione non compia
forti oscillazione in quell’intervallo k. In queste condizioni avra senso 155?“:,!& fnrn:‘mlc
approssimate che si ottengono per le derivate e gli integrali. Per semplicita di notazione

si indica flx;) con f; e



Il valore f,, di f(z) in ogni punto I, si pud esprimere in termini di f(z) e della sua
derivata in un altro punto z, per mezzo di uno sviluppo in serie di Taylor intorno ad =

1 mh)?
fm =f{1¢tmh}=fgimhf:+{_?j;'i%ﬂ"...

Quindi per m = 1
, h= hﬂ
far=fithfi+ Sh+ R+

Una espressione approssimata per la derivata di f (z) in z; &

i+l 7 J h " ! i
f.-'=f—+!h—f‘('2'f.-+%“f1 +)

Trascurando i termini tra parentesi si ottiene

f: . fi.-ll-lh"' ft'

L'errore & dato dai termini entro parentesi, dei quali il termine predominante e <A f7'/2.

Per m = -1 si ottiene:

h? h*
i =fi—hfi+ ?ﬂ' - Ef:" +

Sottraendo fi_, da fi41 si ottiene un'altra espressione approssimata per la derivata prima:

firr — fica h?
.fl Eh lII'Ihnfl ﬁJrl

Sommando [i4; con fi-; si ottiene un'espressione approssimata per f/

(- ..rli-l""z.fi'l'.f'-l "o h? i
fi =~ W Afy = —Eﬁ;




Formule approssimate per gli integrali di una funzione data per
punti

Valgono le stesse ipotesi fatte al paragrafo precedente, e si usano le stesse notazioni.
L'integrale di una funzione f(z) si [a integrando il suo sviluppo in serie di Taylor termine

per termine.

Indichiamo con I; I'integrale di una funzione f(rjdaz=zjar =1, + h = x4

r,-=£'ﬁ:1d:=ff{:,-+h}dh, h=1—z,

k¥ K3
flzi+h)=fi+hfi + _E"H+Ff:"+"'

Integrando termine per termine si ottiene: _
h h A2
] f,-dh+f hffdh+ [l dh+
0 0 o 2
2

h # ha (1
hfi + E.f.' +E.ufi +o

il

f" fz: + h) dh
0

H

Sostituiamo a f/ la formula a due punti della derivata, data dalla
fin—F [k h?
f I e — il e .” —_— m L L

' h

da cui, trascurando i termini in h? e superiori, si ottiene

hi_f,'_l-—f,' han
L=hfir 25222 AL=-5




Figura 6.1: Significato ¢i [; e di J;.

L'integrale fatto in questo modo non converge moltu rapidamente, cioe bis: Jgna plmdere
molti intervallini per avere una buona approssimazione. Molto usata & invece . furmula

di Simpson:

5
Ji = g‘{fi-l +4fi + fin), Adi = -%ﬂ'

Dove J; & l'integrale fra z,_; e z;;,. Vediamo come si ricava questa formuia:

J = f[:}dx_f flz, +h)dh, h=z-—7

Fyml h.

:
fzi+ h)=fi+hf; +—f -.---J’."'J.—H :

Integrando termine per termine si ottiene:
h A A h f2
. ¥ _ | v L
f__;(:,ujdﬁ = j f.:-h+f hfdh+f fi dh +
dh + — " dhk -+ .
j 'F” f 24"'“

= e '".'_
Phfi+0+2—f+ u+2uu,r‘+

W1 | B R RS )
- 3 L —9f N I - Nl {
-"hf =+ 1 lil-"[f f-+_h+'|l' (3 lj.n. Euil J+

A

finn=2fi+ fia1r per la derivata seconda.

'L

Dave si & fatto veo dell’espression fi =




Interpolazione

{nfemnhz‘mnz significs calcolare f{z) in «p punrto r compreso tra due punti successivi
della rabeila. La valutezione di f(r) fuori Ja'llinter ailo della tavoia € chiamata estrapo-

luzione. La pritna idea i+ approssimare la curva ad una retta, scrivere i‘'equazione della

retta che passa per Z; ed Ti41 € quindi calcolare f(z); o in altre parole’
f(z) = fi + filz — =i
dove per f7 si prende I'approssimazione

fl f-‘nh.- fi

Otteniamo cosi la formula di interpolazione lineare:
fin— Fi

flz) s fit (2 - 2=

Se invece lo sviluppo in serie viene troncato al 2 ordine e f" viene approssimata con
la (6.3) si ottiene la formula di interpolazione quadratica a tre punii

.f|+1. f.-: t(r—z }'1.fi+1 - 2fi + fi-1
' 2h? ‘

flz)= itz —zi)=——F—



Esempio numerico step1
Lo spazio s .percorso nel tempo t da un oggetto in caduta libera (trascurando ['attrito con

l'aria) & ben descritto dall'espressione

s=kt® dove k=g/2 = 5 (m/s?) . Prendiamo At=0.4s e siano
t.4=1.6 =2 ti,y=2.4 (in secondi); ivaloridis saranno allora

sip1=12.8 §=20 8;,1=28.8 (naturalmente in metri).
Calcoliamo la derivata (esatta) di s rispetto at nel punto =2 secondi. Risulta facilmente
ds/dt = 2kt = 20 (m/s. sitratta della velocita).

Supponiamo ora di non conoscere la forma analitica della funzione che fornisce s in
funzione di t, ma di conoscere soltanto i tre valori tabulati. Proviamo ad applicare quanto visto
nella lezione precedente allo scopo di stimare il valore della derivata prima.

S' = 1 (Si1- Si)=(28.8-20)/0.4=22 o AS/ = - AtS"

Ax 2
per calcolare la correzione ci serve una stima (anche senza correzione) della derivata seconda

S" =(Si.1 + Si1-2S;)/(AtfP=(28.8+12.8-40)/0.16=10 ;

tenendo conto di questo risultato la stima della derivata prima diventa
S = 1 (Siur- Si) -AtS§"=22-2=20

Ax 2



Esempio numerico ste

Riprendiamo I'esempio precedente supponendo ora che i valori di s siano frutto di una vera
misura sperimentale (prima erano stati calcolati dalla legge teorica) e quindi affetti da incertezze.

Per semplicita trascuriamo invece gli errori sui tempi. Supponiamo che in corrispondenza dei

tempi
li.1=1.6 =2 tj,4=2.4 (insecondi) ivaloridis affetti da incertezza siano

Si.1=134 5=19 sj,1=30 (in metri).

Proviamo a rifare i calcoli. Naturalmente, dati gli errori sperimentali, ci aspettiamo che il valore
stimato per la derivata prima non risulti esattamente uguale a quello previsto dalla teoria: siamo
curiosi di vedere perd quanto si discosta da tale valore. | conti danno

S = 1_(Si1- S)=(30-19)/04=275

Ax
e per la stima della derivata seconda

S/ =(8i,1 + Sy -28;)/(AtP = (30 + 13.4—38)/0.16 = 33.75

la correzione per la derivata prima vale vale allora
ASi' = - At 5" =-(0.2) 33.75=-6.75 edinfine

2
S' = 1 (Sj,1-S8i) - At S" =27.5-6.75=20.75 che non & poi cosi male!
Ax 2
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Esempio numerico step3
Si abbia ancora

x.1=1.6  X=2 Xj.1=2.4

r}‘h]':TE.E fFE-ﬂ fH, 1='EE18
e si voglia conoscere il valore della funzione nel punto x=2.15 . Sappiamo che f(x=2.15)=23.1125,

perché conosciamo l'espressione analitica della funzione. Supponendo di non conoscere questo
valore, né la forma della funzione, con la tecnica di interpolazione lineare si avrebbe

fx) = £+ (x=x;)= fi+ (x=x) 1_ (fq - i )=20+0.15(28.8 - 20) = 23.3
Ax 0.4

risultato che pud essere migliorato applicando la correzione alla derivata prima. necessita pero
una stima (anche se non corretta) della derivata seconda

£ =( fipg + frq - 26 )/(Ax)? = (28.8+12.8-40)/0.16=10
ed infine
fa) = fi +(x—x) [ 1 (fipq - i)~ Ax 7] =23
Ax 2

Interpolazione quadratica a tre punti

) = Fosx=gn) (ha = et (3= (B + T -25)

2Ax 2Ax°

Introducendovi i numeri dell'esempio si ottiene allora

fix) =20+ 0.1528.8 — 12.8 + 0.15° 28.8 + 12.8 — 40 = 23.03

0.8 2X0.8?
con notevole miglioramento.
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