2.6. MOTO SU UNA SPIRALE

2.6. Moto su una spirale

Una spirale a passo costante ¢ descritta in coordinate polari dalla relazione

P g

r=—
2

dove p ¢ il passo (dimensionalmente [p] = L). Per semplicita faremo assumere a 6 qualsiasi
valore reale e positivo: occorre tenere conto che in questo modo non si ha corrispondenza
biunivoca tra un punto del piano e una coppia di coordinate, ad esempio (r, ), (r, 0 + 27),
(r,0 4 4m) e cosi via corrispondono allo stesso punto. Potremmo piu correttamente scrivere
la traiettoria nella forma

D
r o= —u
2T

0 = wu( mod 27)

introducendo il parametro u. La relazione tra r e 6 & lineare: questo significa che ad
ogni giro la spirale si allontana dall’origine della quantita costante p. Supponiamo che la
spirale rappresenti la traiettoria della puntina di un giradischi (nel sistema solidale con il
disco stesso), e che quindi la velocita angolare sia costante.

Esercizio 31 (Legge oraria.). Determinare la legge oraria della puntina.

Dato che la velocita angolare é costante, abbiamo

o _
dt

w

e quindi # = wt + 6y. Prendendo 6y = 0 per semplicita troviamo

pw
r=—

2
0 = wt

In forma vettoriale
. . cos coswt\ pw
r=ré =1\ . =1 . —t
sin 6 sinwt ) 27
Esercizio 32 (Velocita.). Determinare la velocita della puntina. Determinarne in parti-

colare le componenti dirette lungo é, e éy, la componente tangenziale e la componente
normale alla traiettoria.

Derivando il vettore posizione si ottiene la velocita:

. dr o dr, dé,
v=—=

a - a T

ar _dpw, _ pw
dt — dt2m 2w
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e
dé,  d (coswt W —sinwt — wé
dt  dt \sinwt) coswt ) Y
e quindi
2
- pw pw
U= + =
2 er 27T

In questa forma sono esplicite le componenti dirette lungo é,. e ég. Per definizione la
velocita é tangente alla traiettoria: quindi la componente normale € nulla. Per trovare la
componente tangente & sufficiente confrontare 1’espressione precedente con

v =T
dove 7 ¢ il versore tangente. Calcolando il modulo della velocita troviamo
_ \/ pw2t>
27
pw
?ﬁ

Vediamo che v cresce al passare del tempo. Tornando all’espressione della velocita
scriviamo adesso

7= ];7 (ér + wtép)
pr< 1 R wt A>
1+ w4t ér + €g
2m VItw22 V1 w22

1 wt
=0V | ——= + —=69
<\/1 T ARV aReTE )
che ci fornisce una espressione esplicita per il versore tangente:

1 wt

~ ~

e, + €
A+ tree !

Calcoliamo infine I’angolo tra il versore tangente e i versori é, ed éy. Possiamo scrivere

7=

o 1

br T = ———
" V14 w?t?
JURR wt
€y T —

V1+ w?t?
Vediamo che quando wt > 1 il versore tangente ¢ sempre pitl allineato al versore ég.

Esercizio 33 (Accelerazione). Determinare ’accelerazione della puntina. Determinar-
ne in particolare le componenti dirette lungo é, e éy, la componente tangenziale e la
componente normale alla traiettoria.
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Deriviamo la velocita rispetto al tempo. Abbiamo

L du

a=—
dt
d |pw pw? .

= | =+ —t

dt [27Ter+ om0
pwdé, pw?  pw? dég
21 dt 2 2 dt

Conosciamo gia la derivata del versore é,. Quella del versore éy si puod calcolare diretta-
mente:

dég  d [—sinwt) _ .y coswt) Cwé

dt  dt \ coswt | sinwt ] "

. pw?,  pw®
a = —eyp— —wte,
T 2T

Otteniamo quindi

Possiamo adesso ottenere la accelerazione tangenziale:

o (psz puw? tA> < Lo w >
a-7=|—é — —wté, | - é o
m 2r ) Vit VIt
pw2 wt

g\/1—i-(,uzt2

2 .
che per wt > 1 tende al valore costante &-. Per quanto riguarda la componente normale,
& necessario determinare il versore corrispondente. In due dimensioni possiamo costruire
direttamente un versore perpendicolare a 7 scrivendo

wt

P .
— o é
VItw2? ' VItw22

e quindi

2 2
« 1 . wt .
‘T = N €9 + e
< m 2m ) ( Vit Vot >
pw® 24wt

2w 1+ w?t?
Esercizio 34. Derivare le espressioni generali per 'accelerazione tangenziale e normale
in coordinate polari, e confrontarle con i risultati precedenti.

Seguiamo la stessa procedura utilizzata precedentemente. Derivando il vettore posizione

¥ =ré,
troviamo
L dr . N do .
U= —¢ r—=¢
at " ar?
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e derivando ancora

L P
dt dt dt | °

S| (40N
| dt dt

Il modulo della velocita sara

il versore tangente

e quello normale
dr do

= T=r
h=_ dt &9 + dt é,

VU 102 (977 () 12 ()

Quindi la componente tangenziale della accelerazione vale

dé

o [d2 ; <d9> ] dr . [er do +rd20] rdo
T ldat o \dt 2 2 dt dt ' dt . 2
V(&) +12 (4) V(&) +12 ()

i
d%r dr dr (do\2 2d6 d20
G rra () T

V&) +r ()

e la componente normale

P () 2 ()

V() 2 (7

—

a-n=

Nel nostro caso

_ pwt
21
dr _ pw
dt 27
"_,
dt
d?r
-~ =0
dt?
d20
— =0
dt
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e sostituendo otteniamo

ca_ TE(R) :<pw> wt
2 212
V(&) 42 ()7 N2/ V14w
o TrE) 2 (pw) 2+ w2
Wa 2 ()2 2n ) Vit et
d dt

che coincidono con le espressioni precedenti.

Esercizio 35 (Raggio di curvatura della spirale.). Determinare il raggio di curvatura
della spirale in un punto dato.

Sappiamo che 'accelerazione normale alla traiettoria é legata al raggio di curvatura

dalla espressiona

'U2

q-f=—
p

e quindi utilizzando i risultati precedenti abbiamo
l_d’-ﬁ_ pw 2 + w?t? (pw) 1
p 2 \2r ) Vitw2 \2n/) 14w
B <27r> 2 + wt?
P ) (14 w2t2)%?

che si puo riscrivere in funzione della distanza dall’origine

nella forma
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