1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

Hanno parentesi di Poisson ca-
noniche:

{P.Q}py=1

Possono essere generate da (almeno una)
trasformazione canonica Fp.

Le parentesi di Poisson cano-
niche sono una costante del
moto

d
E{RQ}M =0

/12

Esiste K tale che

0K

Conservano le parentesi di P= _@
Poisson:

. 0K

{f.9}pa = 1{f.9}ra Q—afp

Figure 1.1.: Some relations between transformations.

1.1. Canonical transformations

1.1.1. Single degree of freedom

Una trasformazione canonica € definita come una trasformazione di coordinata e impulso

Q = Qg nt)
P = P(gnp1)

che conserve le parentesi di Poisson canoniche, ossia

{Q. P}, =1 (1.1.1)

1.1.1.1. Una trasformazione canonica conserva le parentesi di Poisson

Questo si pud verificare direttamente:

{f.9},,= 9¢0p  Opog

_(0f0Q Of 0P\ (0g 0Q  dg OP of 0Q Of OP\ [ dg HQ  Og P
‘(maq+MD8q>(wap%zaap>_<aczazo+wap><aczaq+apaq>
_Of 9g (0QOP 0QOP\ | Of dg (OPOQ OPIQ

—a@ap(aqap apaq>+apacz<aqap apaq>

={f,9tpo{Q@ P}, (1.1.2)
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

1.1.1.2. Se P, @ conservano la forma Hamiltoniana delle equazioni del moto allora
{Q, P}, , € una costante del moto

Supponiamo che il sistema sia descritto da equazioni Hamiltoniane

. 0H
q_aip
i
p__(()iq

e che sia possibile introdurre una nuova Hamiltoniana K (P, Q,t) e nuove coordinate
P(p,q,t), Q(p,q,t) tali da soddisfare

,_ 0K
- oP
oK

- 0Q

Valutando esplicitamente la derivata totale nel tempo di @) otteniamo

:8Q8H 0QO0H 0Q

Oq Op  Op Oq +E

oQ
{Q7H}p7q+§
_0Q (0H0Q  OHOPY 0Q (0HOQ  9HOPY  0Q
 9g \0Q 9p = OP Ip op \0Q 0q  OP dq ot
_od 9Q

che permette di scrivere

oQ oOH 0K
—_— = —— P — 1.1.
Allo stesso modo la derivata totale di P vale

_oror_opom  op
~ 9q 9p  Op Oq ot
_OP (DHOQ  OHOP\ 0P (0HOQ  0HOP 0P
 9g \0Q 9p = OP Ip Op \0Q 0q  OP Jq ot

OH oprP
——%{QP}*‘E

@ose
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

e quindi
8P 8K

Vogliamo mostrare che le parentesi di P01sson delle nuove coordinate sono necessaria-
mente costanti del moto. Abbiamo esplicitamente

2900P 9P Q
Yo pr =2 &Y%
ot {@ Pl 875 [Oq op Oq 8p}

<8Q>8P+6Q6< )_a OP\ 0Q 9P 9 (0Q

“oq\ot) ap " oqop \ ot 8q<8t>ap g dp <8t>
OP 0 0P 0\ 0Q 0Q 90 0Q 9\ OP

(a5 (a0

dpdq  0qdp) Ot

Utilizzando la (1.1.3)) e la (1.1.4]) otteniamo

0 (0P & 9P O\ [ OH DK\  (9Q 0 9Q & 0K
a75{Q’P}p’q(029&1 3q6p)< op }+3P>+<3q3p 31?3(1)( {Q.Fy = 8@)

- (ﬁHaPa{@P} L OHOPO{Q.P} | 0HOQ0{Q,P} aH@Q@{QP})

(1.1.4)

0q Op  Op Oq

OP 0p  0Oq OP 0q Op 0Q dq Op 0Q dp  0Oq
OP 0 0H 0P 00H 0Q 0 0Q 0 90H
1@, }< opogop " agopor T g apapaqacg)
oP 0 9K 0P 9 0K 0Q 0 0K | 0Q 0 OK
Op 0qgoP 0qdpdP 0q 0dpoQ  Op 0q 0Q
_0{Q, P} ( OHOP OH 8@) n 0{Q, P} <8H oP OH 8Q>

d¢ \ 9P adp 9Q dp dp \OP dq  9Q 9q

r@n ({rap) (@ m))
{ea) 7o)

_0{Q,PtoH  0{Q,P}oH
 Op  Oq Oq  Op

e ({rg)iedg)) - ({5} {75))

Riordinando i termini abbiamo

i{Q,P}p7q+a{§;P} a{fijqp} =1{@Q P}<{ g;[} {Q’aQ}>

| ~({e %} {ra})
£ - (2] fo 1)) (25} 25 v
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

Usando adesso 'identita otteniamo

o2
R
i g

e sostituendo nella (1.1.5)) troviamo

d

ZHQ. Py, =0 (1.1.6)

che é quanto volevamo dimostrare.

1.1.1.3. Una trasformazione canonica conserva la forma delle equazioni del moto
0 1
= (4)
>~ (;)
p

Le equazioni del moto di Hamilton si scrivono allora nella forma

Introduciamo la matrice

e la notazione

T=J—

ox

Introduciamo adesso nuove coordinate y = y(x,t). Abbiamo

. Oy, Ayi
Y= 5, T i
Oyi . OH Oy

0z, ony T ot
Oy Oy, OH 0Oy,
= 0z, oy 0y, | O
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

Calcoliamo esplicitamente la matrice
0Q 9Q
9y J jk% =% 5
[(m 8Q> ( ]
_ 0 0 Op
= ({2 o || “ta
dq op Oq

_ < [Q.Qh,, {@,P},,,q> .
—{Q.P},, {P.P},,) ~

HJHT =]

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che le trasformazioni sono canoniche. Allora le
equazioni del moto sono della forma
OH 0y oK

v=I% T T Yay

dove

0K OH oy

oy Oy ot
Se la trasformazione di coordinate non dipende dal tempo abbiamo che K e H coincidono
a meno di una funzione del solo tempo irrilevante. In caso contrario si puo verificare che é

possibile trovare una funzione K che soddisfa I’equazione precedente. Infattila condizione
di integrabilita

0 [oH . ow] _ 0 [0H Jayk
dy; Loy, ot | oy Loy "
diviene
Ox, 0 I Yy 8xp J oYy,
By; O, |7F 0t |~ By; 0z, |7 Ot

. T .
()" = g
: T
(JHH—l)
che & automaticamente soddisfatta dato che possiamo riscriverla nella forma

Oxp & - Oy Oxp O - Oyy
dy; Ot J’“axp dy; 0t o,

mostrare che se e solo se I’Equazione (|1 ¢ verificata il differenziale

dF = PdQ — Kdt — pdq + Hdt
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

é esatto. Iniziamo esplicitando rispetto alle coordinate p e ¢

90  9Q . 9Q

0 ot

dFF =P <dq—|—pdp+dt> — Kdt — pdg + Hdt

dq

ot

= <P8Q—p> dq+Pa£dp+ <P8Q—K+H)dt

Jq Jp

e scriviamo le condizioni di integrabilita:

ot dq q ot
o [ _0Q o (._9Q
— (P )= (P==—-K+H
375( 329) 8p< ot " )

Calcolando le derivate nella (1.1.7) troviamo

P 0Q 2Q . 0PIQ 9°Q
apoq Topog '~ oq o T dgop

(1.1.7)
(1.1.8)

(1.1.9)

che ¢ verificata se sono valide le parentesi di Poisson canoniche. Dalla ((1.1.8) otteniamo

0P 0Q OQQ B 0P 0Q 6262 0
ot aq "o~ oo T Tagar Tag K

che, usando la ([1.1.3]) e la ((1.1.4)), diviene I'identita
87Q8(H—K)+87P8(H—K) 0(H - K)

0q oQ Jq oP Jdq
Infine dalla (1.1.9) otteniamo

oPOQ _°Q 0POQ Q0
ot oy Towop " apar " apar Ty H)

Usando nuovamente la (1.1.3)) e la (1.1.4) otteniamo

O(H-FK)0Q OPIH-K) 9 .
o0 op Tap op ap T H)

e quindi ancora una identita.

@ 15 versionDecember 9, 201/



