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Part |.

Classical Mechanics



0.1. PROBLEMA A TRE CORPI RISTRETTO

0.1. Problema a tre corpi ristretto

Consideriamo due stelle di massa M7 ed Ms in orbita attorno al centro di massa comune.
La velocita angolare del sistema si trova facilmente dall’equazione del moto radiale per
il moto relativo:

paw =

da cui
2 G(Ml + MQ)
o= —""
a3

Nel sistema rotante il potenziale gravitazionale delle due stelle si puo scrivere

GMl GM2
(b (x7 Y, Z) = - 5 - 5
\/<m—j\jﬁ) +y?+ 22 \/<x+1’\‘f2> +y?+ 22
Con
una traslazione
r=z+ na
My
GM1 GM2

¢(xay7z):_ - 1) 5 2
\/(x’—a)2+y2+22 VI t+y +z

Consideriamo adesso una particella di prova. La sua energia cinetica in un sistema
inerziale sara

—

ro L, dR
2 At dt

I vettore R & legato alle coordinate inerziali da

X
R=1Y
X
ed é legato da
7F=RR
alle coordinate nel sistema rotante
T
=1y
z

dove R ¢ una matrice di rotazione della forma

coswt —sinwt 0
R={sinwt coswt O
0 0 1
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0.1. PROBLEMA A TRE CORPI RISTRETTO

Possiamo allora scrivere

dR = -
0= —R+RV
ve gttt
e quindi
dR
V =RTg - RT—RTF
dt
Ora,
dR
—RIF=GAT
dt
e quindi

V=R -—RTG AT

Sostituendo nell’energia cinetica troviamo

1
T=2m [v2+(@'/\f‘)2—217~((25/\f‘)

La Lagrangiana per la particella di prova nel sistema rotante sara dunque

1 1
Lo = §m[v2—217-((3/\f’)]—m¢(F)+§m(o_j/\F)2
1 1
= §m(j32—|—y2+z':2)—mw(yby—yx)—m¢(F)+§mw2 (a:2+y2)

Con la traslazione precedente il potenziale centrifugo vale

1 a\’
gmoﬂ [<x/—]'[\22> +y?

Il secondo termine é legato alla forza di Coriolis, in quarto a quella centrifuga.
Determiniamo nel piano zy i punti stazionari del potenziale efficace, che corrispondono
a posizioni di equilibrio per la massa di test. Consideriamo il solo caso M7 = My

berg = GM —%K(azZ—i—yQ)—l— ! = + ! -
V-9 1y @+ 9 +s
W2
K = &
a?jf = GM |Kz+ m;§ 75 T xji 7
B (G I R (R
af;iff = GM |Ky+ ‘;J 3/2+ ;2y 372
| @-9 2] e+
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0.1. PROBLEMA A TRE CORPI RISTRETTO

Sull’asse y = 0 la seconda derivata si annulla identicamente, la prima se

_a a
Kz + ’ a23+ a:+a23:0
[z =57 Jo+ 5]
Se x> a/2
1 1
Kz + 5+ 5 =0
(@—-5)" (z+3)
per —a/2 <z <a/2
1 1
Kx — 5 + 5 =0
(2=5)" (+3)
e per x < —a/2
e L1
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

Hanno parentesi di Poisson ca-
noniche:

{P.Q}py=1

Possono essere generate da (almeno una)
trasformazione canonica Fp.

Le parentesi di Poisson cano-
niche sono una costante del
moto

d
E{RQ}M =0

/12

Esiste K tale che

0K

Conservano le parentesi di P= _@
Poisson:

. 0K

{f.9}pa = 1{f.9}ra Q—afp

Figure 1.1.: Some relations between transformations.

1.1. Canonical transformations

1.1.1. Single degree of freedom

Una trasformazione canonica € definita come una trasformazione di coordinata e impulso

Q = Qg nt)
P = P(gnp1)

che conserve le parentesi di Poisson canoniche, ossia

{Q. P}, =1 (1.1.1)

1.1.1.1. Una trasformazione canonica conserva le parentesi di Poisson

Questo si pud verificare direttamente:

{f.9},,= 9¢0p  Opog

_(0f0Q Of 0P\ (0g 0Q  dg OP of 0Q Of OP\ [ dg HQ  Og P
‘(maq+MD8q>(wap%zaap>_<aczazo+wap><aczaq+apaq>
_Of 9g (0QOP 0QOP\ | Of dg (OPOQ OPIQ

—a@ap(aqap apaq>+apacz<aqap apaq>

={f,9tpo{Q@ P}, (1.1.2)
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

1.1.1.2. Se P, @ conservano la forma Hamiltoniana delle equazioni del moto allora
{Q, P}, , € una costante del moto

Supponiamo che il sistema sia descritto da equazioni Hamiltoniane

. 0H
q_aip
i
p__(()iq

e che sia possibile introdurre una nuova Hamiltoniana K (P, Q,t) e nuove coordinate
P(p,q,t), Q(p,q,t) tali da soddisfare

,_ 0K
- oP
oK

- 0Q

Valutando esplicitamente la derivata totale nel tempo di @) otteniamo

:8Q8H 0QO0H 0Q

Oq Op  Op Oq +E

oQ
{Q7H}p7q+§
_0Q (0H0Q  OHOPY 0Q (0HOQ  9HOPY  0Q
 9g \0Q 9p = OP Ip op \0Q 0q  OP dq ot
_od 9Q

che permette di scrivere

oQ oOH 0K
—_— = —— P — 1.1.
Allo stesso modo la derivata totale di P vale

_oror_opom  op
~ 9q 9p  Op Oq ot
_OP (DHOQ  OHOP\ 0P (0HOQ  0HOP 0P
 9g \0Q 9p = OP Ip Op \0Q 0q  OP Jq ot

OH oprP
——%{QP}*‘E

@ose
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

e quindi
8P 8K

Vogliamo mostrare che le parentesi di P01sson delle nuove coordinate sono necessaria-
mente costanti del moto. Abbiamo esplicitamente

2900P 9P Q
Yo pr =2 &Y%
ot {@ Pl 875 [Oq op Oq 8p}

<8Q>8P+6Q6< )_a OP\ 0Q 9P 9 (0Q

“oq\ot) ap " oqop \ ot 8q<8t>ap g dp <8t>
OP 0 0P 0\ 0Q 0Q 90 0Q 9\ OP

(a5 (a0

dpdq  0qdp) Ot

Utilizzando la (1.1.3)) e la (1.1.4]) otteniamo

0 (0P & 9P O\ [ OH DK\  (9Q 0 9Q & 0K
a75{Q’P}p’q(029&1 3q6p)< op }+3P>+<3q3p 31?3(1)( {Q.Fy = 8@)

- (ﬁHaPa{@P} L OHOPO{Q.P} | 0HOQ0{Q,P} aH@Q@{QP})

(1.1.4)

0q Op  Op Oq

OP 0p  0Oq OP 0q Op 0Q dq Op 0Q dp  0Oq
OP 0 0H 0P 00H 0Q 0 0Q 0 90H
1@, }< opogop " agopor T g apapaqacg)
oP 0 9K 0P 9 0K 0Q 0 0K | 0Q 0 OK
Op 0qgoP 0qdpdP 0q 0dpoQ  Op 0q 0Q
_0{Q, P} ( OHOP OH 8@) n 0{Q, P} <8H oP OH 8Q>

d¢ \ 9P adp 9Q dp dp \OP dq  9Q 9q

r@n ({rap) (@ m))
{ea) 7o)

_0{Q,PtoH  0{Q,P}oH
 Op  Oq Oq  Op

e ({rg)iedg)) - ({5} {75))

Riordinando i termini abbiamo

i{Q,P}p7q+a{§;P} a{fijqp} =1{@Q P}<{ g;[} {Q’aQ}>

| ~({e %} {ra})
£ - (2] fo 1)) (25} 25 v
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

Usando adesso 'identita otteniamo

o2
R
i g

e sostituendo nella (1.1.5)) troviamo

d

ZHQ. Py, =0 (1.1.6)

che é quanto volevamo dimostrare.

1.1.1.3. Una trasformazione canonica conserva la forma delle equazioni del moto
0 1
= (4)
>~ (;)
p

Le equazioni del moto di Hamilton si scrivono allora nella forma

Introduciamo la matrice

e la notazione

T=J—

ox

Introduciamo adesso nuove coordinate y = y(x,t). Abbiamo

. Oy, Ayi
Y= 5, T i
Oyi . OH Oy

0z, ony T ot
Oy Oy, OH 0Oy,
= 0z, oy 0y, | O
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

Calcoliamo esplicitamente la matrice
0Q 9Q
9y J jk% =% 5
[(m 8Q> ( ]
_ 0 0 Op
= ({2 o || “ta
dq op Oq

_ < [Q.Qh,, {@,P},,,q> .
—{Q.P},, {P.P},,) ~

HJHT =]

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che le trasformazioni sono canoniche. Allora le
equazioni del moto sono della forma
OH 0y oK

v=I% T T Yay

dove

0K OH oy

oy Oy ot
Se la trasformazione di coordinate non dipende dal tempo abbiamo che K e H coincidono
a meno di una funzione del solo tempo irrilevante. In caso contrario si puo verificare che é

possibile trovare una funzione K che soddisfa I’equazione precedente. Infattila condizione
di integrabilita

0 [oH . ow] _ 0 [0H Jayk
dy; Loy, ot | oy Loy "
diviene
Ox, 0 I Yy 8xp J oYy,
By; O, |7F 0t |~ By; 0z, |7 Ot

. T .
()" = g
: T
(JHH—l)
che & automaticamente soddisfatta dato che possiamo riscriverla nella forma

Oxp & - Oy Oxp O - Oyy
dy; Ot J’“axp dy; 0t o,

mostrare che se e solo se I’Equazione (|1 ¢ verificata il differenziale

dF = PdQ — Kdt — pdq + Hdt
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1.1. CANONICAL TRANSFORMATIONS

é esatto. Iniziamo esplicitando rispetto alle coordinate p e ¢

90  9Q . 9Q

0 ot

dFF =P <dq—|—pdp+dt> — Kdt — pdg + Hdt

dq

ot

= <P8Q—p> dq+Pa£dp+ <P8Q—K+H)dt

Jq Jp

e scriviamo le condizioni di integrabilita:

ot dq q ot
o [ _0Q o (._9Q
— (P )= (P==—-K+H
375( 329) 8p< ot " )

Calcolando le derivate nella (1.1.7) troviamo

P 0Q 2Q . 0PIQ 9°Q
apoq Topog '~ oq o T dgop

(1.1.7)
(1.1.8)

(1.1.9)

che ¢ verificata se sono valide le parentesi di Poisson canoniche. Dalla ((1.1.8) otteniamo

0P 0Q OQQ B 0P 0Q 6262 0
ot aq "o~ oo T Tagar Tag K

che, usando la ([1.1.3]) e la ((1.1.4)), diviene I'identita
87Q8(H—K)+87P8(H—K) 0(H - K)

0q oQ Jq oP Jdq
Infine dalla (1.1.9) otteniamo

oPOQ _°Q 0POQ Q0
ot oy Towop " apar " apar Ty H)

Usando nuovamente la (1.1.3)) e la (1.1.4) otteniamo

O(H-FK)0Q OPIH-K) 9 .
o0 op Tap op ap T H)

e quindi ancora una identita.
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1.2. CANONICAL TRANSFORMATIONS

1.2. Canonical transformations

Let us suppose that a mechanical system is described by a set of canonical coordinates
pi, ¢¢ and by an Hamiltonian H (pz-, qi,t) in such a way that the motion equations are

given by
. OH
pi = — 8qi
4 OH
! Op;

We want to introduce a new set of coordinates

Q" = Q(pat)
in such a way that
{@.@},,=0
{I_)i? Pj}pg = 0

{QI’ b }p,q - 6;'
where the Poisson brackets of two functions are defined by

0AO0B O0AOB
A B = —— - .
4Bl 9q' Opi  Op; O¢

(1.2.1)

(1.2.2)
(1.2.3)
(1.2.4)

and a sum over repeated indices is understood. We will call the (1.2)) a canonical trans-

formation.

1.2.1. A canonical transformation leaves the equation of motion in

Hamiltonian form

Now we ask the following question: is it possible to introduce a new Hamiltonian function

K in such a way that

: 0K
P=_
Q)
. 0K
@ =55

@loce) 16

(1.2.5)

(1.2.6)
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1.2. CANONICAL TRANSFORMATIONS

If this is true, we can expand the total time derivative in (1.2.6)) obtaining
0K  0Q" ;

L0 i
or, ~ agt T ai pj+ ;i
0Q OH  9Q OH  0Q
oq? 8p] Opj aqﬂ ot
aQ OH 0Q* 0H 0P, 0Q" ( OH 9Q* 0H 0P, Q!
= g ( oQ% ap;  op, ap]) - (an o op, an> ot
0Q 0QF Q7 OQF\  OH (0QI 0P, 0Q 0B\ . Q'
an < 0¢7 Op;  Op; Og ) * on (3qj 9p;  Op; 8qj) o

- OH . . 20
_an{Q },q+7a{Q’Pk a T o
COH  0Q
~op o

and in the same way, expanding (1.2.5)),

0K P, . 9P, P
_@:@pj—i—aquq]'—i-ﬁ
OP,0H  OP,0H 0P,
Opj 0¢ ~ O¢’ Op; ~ Ot
0P, (OH 0QF OH 0P\ 0P, (OH 0Q* OH 0P\ OP;
= “op, (an o¢ | op aqj> g <6Qk op; | O apj) ot
OH (8P,~ oQ~  aQ* 8P,-) L oH <8PZ- P, 0P 8Pk> L op,

T 0QF \d¢g) dp;  Oq Bp;) " 0P, \Og dp;  Ip; O ot
- S (] S O
__0H 0P

Qi " ot

It follows that
0Q"  0(H-K)

= — 1.2.
ot op, (1.2.7)
oP, J0(H—-K)
=— 7 1.2.8
ot oQ" ( )
Now we want to show that the differential
dF = P,dQ" — Kdt — pidq’ + Hdt (1.2.9)
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1.2. CANONICAL TRANSFORMATIONS

is exact if and only if the transformation is canonical. We start by expressing dF in
terms of the differentials dp;, dg* and dt only:

—dg’ dp; dt | — Kdt — p;dqg* + Hdt
g7 ‘T T oy, P T bida

_(p0Q N 509 0Q’ _
_<R(9qj p]>dq +Pzapjdp]+(ﬂ 5t + H K)dt

The necessary and sufficient condition is the equality of mixed derivatives, namely it

szR-(

must be
2 (ggg _pj> _ 6‘; <pia§i +H - K> (12.11)
% <pigg> _ a‘; <pf9§i LH- K> (1.2.12)

Let us check that these relations are verified for a canonical transformation. The iden-
tity (1.2.10)) can be expanded in the following way:

8Pi an A aQQi 5k B aPi 8@1 ‘ 82Qi

Opr 08~ " 'Opdgi 7 9qi Opr, " Oqidpy

or

OP; 0Q" B JOP; 0Q" _sh_p 0%Q’ _ 0%Q!
Opr 0¢7  0¢7 Opr 7 "\ 0¢IOpr  Oprdg’

The right member is obviously zero. The left one is also zero, as a consequence of
Equations (|1.2.2)), (1.2.3) and (1.2.4). In fact we can write

The identity (|1.2.11]) can be rewritten as

OPOQ\ _OP,0Q" 0
ot 0¢  O¢f ot = O

and using Eq. (1.2.7) and Eq. (1.2.8) we get

oQi @ P o 9
(8qﬂ‘ a@i+aqjaa>(H_K)‘aqf(

(H - K)

H-K)

which is obviously verified. In the same way the identity (1.2.12]) gives

0P, 0Q" 0P 0Qi 0
__ 2 H-K
o~ op, o ap; ¢ )
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1.2. CANONICAL TRANSFORMATIONS

and using again Eq. (1.2.7) and Eq. (1.2.8])

oQ & oP, 0 9
<apj8Qi+apj8Pi>(H—K)_%(H—K)

which is also verified.

We proved that dF' is an exact differential. This give us an algorithm to generate
the canonical transformation. For each ¢ let us choose two functionally independent
coordinates, one in the set {pi,qi} and one in the set {R7Qi}. To give an example,
let us suppose that it is possible to choose all the ¢*’s and all the (*’s. In this we can

write ([1.2.9) as

oF . OF , . OF - :
-dQ" -dq' + — = P,dQ" — Kdt — p;dq' + Hdt
aQZQJFanquat Q pidg" +
getting
OF
P = —
0Q"
- or
OF
K=H-—
ot
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2.1. KERR METRIC

2.1. Kerr metric

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum
urna fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer
sapien est, iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices
bibendum. Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac,
nulla. Curabitur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue
eu, accumsan eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
anulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.

Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.

Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus sem-
per, leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.

Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vi-
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2.1. KERR METRIC

tae, arcu. Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non,
nonummy vel, nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus,
magna. Donec eu purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas
dui, et convallis elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor
odio, commodo pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in,
fermentum faucibus, egestas vel, odio.

Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.
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3. Friedmann Robertson Walker metric

Studiamo le geodetiche della metrica

2
uv = & Ny

dove a dipende solo dalla coordinate temporale (il tempo conforme).

1
Flrjp = igHA [g/\zl,p + 9o — gyp,)\]

1
= 53" [200,01n + 200,05, — 200 317,

— a’P 12 a7l/ 1Y a’>\ /,LA
= (G S =)

u = —sinhf
a

do a’ dn a’ 9
— sinh # — ——* cosh — (2cosh®6 — 1) =
I sinh 6 e cosh 6 + a2( cosh” 6 ) 0

dé a dn . a

— cosh — — — sinh § +
a dr

!
2coshfsinhf =0
dr

a?
d 1
@ _ —cosh @

dr a
do a’

df = Y sinh 6
T a

24



@ose

logsinh @ = —loga + C

k
sinhd = -
a
1 2
W = f\/l—i—]%:l
a a a
k
1
= —20
U 2
dn 1
— - Tt
dr «a i
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3.1. LIGHT CONES IN FRW

3.1. Light cones in FRW

Exercise 1. Find the universe lines of massless particles for a flat Friedmann Robertson
Walker universe using the cosmic time and the space coordinates u = ax.

The interval is of the form
ds* = dt* — a*(t)da?

and the light cones are solution of

dt = +adx

Now p
du = adx + rda = adx + u—a
a

which gives

dt da
dt = +d —_
u:Fua dt
and p
u
— — Hu=41
ar

where H = a/a. The complete solution can be found writing

<du _ Hu> 67 ftto H(tl)dtl — :|:€7 ftto H(t/)dtl

dt
or . t f
o (uei e H(t’)dt’> — o i HEAY
¢ Ndt' ¢ Nt t t/ 1N 411
u(t) = U(to)efto H(t")dt + efto H(t")dt / dt'e” fto H(t")d¢
to

As a first example we consider the case of a constant Hubble parameter H. We obtain

t
u(t) = u(to)eH(t_to) + H(t—to) / dt' e
to

— u(O)eH(t*tO) TH! (1 — eH(t*t0)>

In the case considered

a = eH(t—to)

and the u coordinate of a comoving object is

H(t—to)

u=e o

Now let us consider the case
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which means

H=2
¢

and
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4.1. WIGNER FUNCTION FOR A TWO MODE SQUEEZED STATE

4.1. Wigner function for a two mode squeezed state

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum
urna fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer
sapien est, iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices
bibendum. Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac,
nulla. Curabitur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue
eu, accumsan eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
anulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.

Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.

Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus sem-
per, leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.

Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vi-
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4.1. WIGNER FUNCTION FOR A TWO MODE SQUEEZED STATE

tae, arcu. Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non,
nonummy vel, nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus,
magna. Donec eu purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas
dui, et convallis elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor
odio, commodo pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in,
fermentum faucibus, egestas vel, odio.

Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.
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5.1. THE RINDLER METRIC

5.1. The Rindler metric

In this section we will study the Minkowski space from the point of view of an observer
in accelerated motion. The plan is the following:

1. find the universe line of an uniformly accelerated observer;

2. determine the time and space coordinates of the other events (if possible) using a
syncronization procedure based on the exchange of light signals;

3. write the metric as a function of these coordinates.

5.1.1. Constant acceleration

In special relativity an uniform acceleration is defined by the requirement that the ac-
celeration in the reference frame of the accelerated object is constant. If we consider the

quadrivector
du”

dr

du” « (0

dr <(i>

where we choose the x axis in the acceleration direction. With a Lorentz transformation
we can rewrite this in the inertial frame

du” d (v _ YU - @
dr — dr \vv) \a+(y—1) %7

If we suppose that initially the object has zero velocity, we see that ¥ will be always in
the same direction of @. This means that we can restrict our equations to the acceleration

direction only, obtaining
d v\ _ (0 a\ /[~
dr \vv) \a 0) \yw
which can be solved as

()= 5)7] (o) - ()

With another integration we get the universe line of the object

we have in the rest frame

dt
= — =cosh
7 dr ar
d
v o= 2 _ sinhar
dr
which gives
r! = —sinhar
a
s 1
To = (coshat — 1) + xg
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5.1. THE RINDLER METRIC

For future convenience we choose xg in such a way that asymptotically x = ¢, which

means that o = o~ ! and

= —sinhat
a

1
= —coshar
a

5.1.2. Observer coordinates

The accelerated observer will consider an event to happen at his time 7, if a light signal
emitted at 7 — A and reflected at the event will be received at the symmetric time 7+ A.
This means that the 7 coordinate of an event will be given by

Ty T
2

7 (z#)
where 74 and 7_ are the two solutions of
2

() (1) = a")” = (&5 (1) — a")* = (a¥)* + (27)?
The same observer will assign a distance ¢ to the event given by
. T4 — T—

§(zt) = 5
Explicitly, it must be
1 1 2
< sinhary — :rt> — < coshary — :I:x) = (2¥)? + (2°)*
a a
1 2 /1 2
< sinhar_ — :vt> — < coshar_ — xx) = (a¥)% + (%)
a a
Expanding we get
coshary —sinhary) (2% _a
coshar— —sinha7_ 2t ) 2
or

(oshalr+0) —sinba(r ) (o)

It must be
2% [cosha (T + 0) — cosha (T — §)] = 2’ [sinha (7 4+ §) — sinha (1 — §)]

or
2% sinh ar = 2! cosh ar
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which means that .

x
tanhar = —
x$
In other words, we will assign the same time coordinate to all the events in the hyperplane

2t = 2% tanhar

Substituting we obtain the distance from the event

1 1 2 - .
coshad = —— {a2 - (@ - @) = @) - (@ )2}}
2/ (@) = (&)
A set of observers:
x% = —sinhar
Ty = — coshar
a
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5.2. The Unruh effect
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7.1. DUMMY

7.1. Dummy
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