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Primo problema (15 punti)
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Figura 1.33.: Le aste prima dell’urto (a sinistra) e la struttura a L (a destra).

Un’asta omogenea di lunghezza L e massa M ¢é appesa per un estremo e puo oscillare
liberamente.

Quando arriva nella posizione verticale il suo estremo libero si incastra nell’estremo
di un’altra sbarra della stessa lunghezza e massa, inizialmente orizzontale, formando con
esse un profilo rigido a forma di L. Il piano orizzontale sul quale appoggiava la seconda
sbarra viene rimosso e da quel momento la struttura ¢ libera di oscillare.

1. Se la prima asta parte dalla posizione orizzontale, quale é la velocita angolare con
la quale il profilo ad L si mette in moto subito dopo 'urto?

2. Trovare il valore assoluto massimo raggiunto dall’angolo 6 (definito in Figura[1.33)
durante il moto successivo.

3. Determinare la frequenza delle piccole oscillazioni del sistema rispetto alla sua
posizione di equilibrio stabile.

Secondo problema (15 punti)

Un recipiente munito di pistone scorrevole contiene n moli di un gas perfetto monoatomico,
ed una massa M di ghiaccio ad una temperatura iniziale Ty < 7', dove T ¢ la temperatura
di fusione. Ghiaccio e gas sono in equilibrio termodinamico, e la pressione del gas é F.
Recipiente e pistone sono impermeabili al calore.
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1. Si fa compiere al sistema una compressione adiabatica reversibile, che viene inter-
rotta non appena tutto il ghiaccio si é sciolto. Calcolare il lavoro fatto sul sistema
e la pressione finale.

2. Partendo dalla stessa condizione iniziale si applica bruscamente una forza esterna al
pistone, che viene scelta in modo tale da raggiungere uno stato finale di equilibrio
dove T' = T e tutto il ghiaccio si ¢ sciolto. Calcolare la pressione finale.

3. Nei due casi considerati calcolare la variazione di entropia del sistema.

Soluzioni

Domanda 1.1 Dato che durante I'urto 'unica forza impulsiva esterna é la reazione
vincolare in P, si conserva il relativo momento angolare. La velocita angolare dell’asta
libera immediatamente prima dell’urto si trova utilizzando la conservazione dell’energia:

1 L
0= ilw%—Mgg

dove I = ML?/3 ¢ il momento di inerzia di questa rispetto a P. Quindi

o 39
VL

Il momento angolare prima dell’urto &

M?2L3
L1 = le = g
3
e dopo l'urto

LQ = IL(.UQ

dove Iy, = I + I' & il momento di inerzia della struttura ad L. Utilizzando il teorema di
Steiner calcoliamo il momento di inerzia della seconda sbarra, sempre rispetto a P,

2 2
I’:MfQ+M<L+L2> :éMLQ

4 3
da cui .
I = §ML2
Ponendo L1 = Lo otteniamo infine
1 1 /3¢
Wy = —wi = -4/ —
Tt sV L
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Domanda 1.2 Applicando la conservazione dell’energia dopo 'urto otteniamo

1 L L L
ileg—Mgg — MgL = —Mg§COSQ—|—Mg —LCOSQ+§Sin9

da cui ]
5 =3 —3cosf +sind

Ponendo t = tang otteniamo

29 , 1
42— =0
50 T3

e quindi le due soluzioni

t:2—19<—5i3\/6)

La soluzione negativa é quella in valore assoluto maggiore, e corrisponde al valore di
cercato, che viene raggiundo quando la struttura si ferma per la seconda volta. L’angolo

corrispondente é
0 = 2arctant = —0.267

L’altra soluzione corrisponde al valore raggiunto la prima volta che la struttura si ferma,

e vale
0 = 0.057

Domanda 1.3 Utilizzando ’espressione precendente dell’energia scritta per un angolo
generico

1 1
E= 5[,;02 + EMgL (sin® — 3 cosb)

troviamo il valore di # corrispondente alla posizione di equilibrio stabile, che corrisponde
al minimo dell’energia potenziale

Ug) = %MgL (sin® — 3cos @)

cioé alla soluzione di

au 1
— =-MgL i =
75 = 3My (cosf 4 3sinf) =0
ossia
1
tanfy = —3

Introduciamo adesso una nuova coordinata, corrispondente a una piccola variazione
rispetto alla posizione di equilibrio:

0=0y+¢
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In termini di questa il potenziale si scrive
1 :
U= ngL [sin (6p + &) — 3cos (6 + €)]

ed espandendo al secondo ordine troviamo

1 1 3
U= ngL ) sin (Ap) + 5 cos (60) | €2

1 1 3
U= ngL sin Oy + € cos 6y — 552 sinfy — 3 cos By + 3esin by + 552 cosby+ o (52)

Il termine lineare in ¢ si annulla nella posizione di equilibrio e a meno di una costante
irrilevante otteniamo

1 (3 1
U= §MgL 500590 — 2sin00] 2

1
=-MgL
B g

-%COSQQ—%SiHQU 9
\/ cos2 Ay + sin? 6

1 [ 3 _Lltang
= - MgL |22 0152

2 _\/1+tan2¢90

1 5
= -MgLy/=€?
2 g\[f

L’energia nella approssimazione di piccole oscillazioni si scrive quindi

1 1 5
E = -I¢? ML\[Z
21;5 —1—2 g 25

e corrisponde ad un oscillatore armonico di frequenza

s L MgL\/S_l 3 g
c2m\ I V2 o 27\ VI0L

Lo stesso risultato si poteva ottenere direttamente osservando che abbiamo a che fare
con un pendolo fisico con momento di inerzia I, massa totale 2M e distanza tra punto
di sospensione e centro di massa uguale a

1 /5
d=—-y/2L
2V 2

f— 1 [2Mgd 1 3 g
o7 I  2r\| VioL

Di conseguenza
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Domanda 2.1 1l lavoro fatto sul sistema corrisponde alla variazione della sua energia
interna, dato che la trasformazione ¢ adiabatica. Quindi

W = (ney + Mc) (T — To) + AM

dove A ¢ il calore latente di fusione.
Per una trasformazione adiabatica d@) = 0. Fino a quando non viene raggiunta la
temperatura di fusione si ha

0= (ncy + Mc)dT + PdV

ed usando la legge dei gas perfetti

dr d
0= (ncv—i—Mc)?—i-nRvV

Integrando otteniamo

T V;
(ney + Mec) logi +nRlog — =0
T Vo

oppure, in termini del rapporto tra le pressioni,

T F
(ncp + Mec) log?;c —i—anogF(l) =0

dove P; e V1 sono i valori della pressione e del volume quando il ghiaccio inizia a sciogliersi.

Quindi
)
To
dove
r— ncp + Mc
nRk

Durante lo scioglimento del ghiaccio il gas subisce una trasformazione isoterma. Il
lavoro fatto dal gas deve quindi essere uguale al calore ceduto al ghiaccio:

/ PdV = —-\M
quindi, dato che
TLRTf
dV = — P2 dP
abbiamo 5
2 dP
nRT / — =M
f p P
ossia

AM
Py = PlenRTf
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dove P, ¢ la pressione finale cercata. In conclusione

TN\ 2w
P,=F <T£> e BTy

Domanda 2.2 1l volume iniziale é

nRTO
Py

Vo =

e detto V' il volume finale, abbiamo un lavoro fatto sul sistema uguale a
W =P (Vb — V’)

dove P’ ¢ la pressione finale, legata alla forza esterna applicata. Questo deve essere uguale
alla variazione dell’energia interna, e quindi

P' (Vo =V') = (ncv + M) (Ty — Tp) + AM

Utilizzando la legge dei gas perfetti troviamo

o, T
nRP' (PE B Pf> = (ney +eM) (Ty = To) + AM

e risolvendo otteniamo la pressione finale

+cM T AM T
p_p (v (L -f
’ |:< nR TO + nRT() + TO

Domanda 2.3 Nel primo caso la variazione di entropia ¢ nulla, dato che il sistema
compie una trasformazione adiabatica reversibile. Nel secondo caso abbiamo

AS — ASgas "'I_ ASghiaCC’iO

dove

!/

T
ASgqs = ney log i + nRlog K

T Vo
T T, P,
= ncy log ?é + nRlog Té?o’
Tf necy + cM Tf M Tf
1cp 108 T[) nkt 8 [( nR ) <T0 ) + TLRTO + T()
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T M

ASghiaccio = M +
ghiaccto TO T Tf

=cMlo &ﬁL—
I PR

Dato che la trasformazione ¢ irreversibile sara AS > 0.
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