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Problema 1 (15 punti)

A

v

m

Una massa m ¢ vincolata a muoversi su una retta, ed é collegata ad un estremo di una
sbarra di lunghezza ¢. L’altro estremo di quest’ultima ¢ collegato ad un disco di raggio
R < ¢, come in figura. Entrambi gli estremi sono liberi di ruotare e non é presente alcun
tipo di attrito. Se il disco ruota con velocita costante w,

1. determinare la velocita della massa in funzione del tempo;
2. dire se la velocita angolare della sbarra pud annullarsi, e quando;

3. calcolare, sempre in funzione del tempo, la forza esercitata dalla sbarra sulla massa
nel limite ¢ > R.

Problema 2 (15 punti)

Un piano inclinato di un angolo « e di massa M ¢é appoggiato su un piano orizzontale
privo di attrito. Sopra ad esso si trova una particella di massa m, vincolata all’estremo
superiore da una molla di lunghezza a riposo nulla e costante elastica k, come in figura.

1. Determinare la lunghezza della molla all’equilibrio.
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2. Se inizialmente la massa si trova ferma nel punto piu alto del piano e viene lasciata
andare, quanto vale il massimo allungamento della molla?

3. Calcolare la frequenza delle oscillazioni del sistema.

Soluzione primo problema
Domanda 1

La posizione della massa rispetto al centro della circonferenza si scrive
r = Rcoswt + V{2 — R?sin? wt

e derivando troviamo la velocita

. . R Rw sin wt cos wt
T = —Rwsinwt — —

¢ \/1—%sin2wt

Domanda 2

L’angolo « che la sbarra forma con 'orizzontale € legato a wt dalla relazione
fsina = Rsinwt
e derivando rispetto al tempo troviamo

i cos v = Rw coswt

da cul
. Rwcoswt  Rw cos wt
i R 2
cosa 1-— I}— sin? wt

La velocita angolare €, a meno di un segno, ¢. Vediamo quindi che questa si annulla per
wt =m/2+ kn.

Domanda 3

La forza I esercitata dalla sbarra sulla palla é diretta parallelamente alla sbarra stessa.
Inoltre nella direzione orizzontale deve essere

mZ = F cos«

e quindi
m
F= x

2 .,
\/1—%81n2wt
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Nel limite R/¢ < 1 possiamo approssimare
T ~ — Rwsin wt

e quindi
# ~ —Rw? cos wt

Sostituendo otteniamo infine

2

F~— coswt ~ —mRw? cos wt

2 .
1—%s1n2wt

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Imponendo che le forze applicate alla particella parallele al piano siano nulle otteniamo
—kly +mgsina =0

da cui .
mgsin o

by = ?

Domanda 2

Dato che la quantita di moto orizzontale del sistema ¢ inizialmente nullo e si conserva,
il centro di massa non si sposta orizzontalmente. Sia all’istante iniziale che a quello di
massimo allungamento la velocita della particella relativa al piano si annulla, e quin-
di entrambi i corpi sono fermi. Possiamo allora applicare la conservazione dell’energia
ottenendo (ponendo h = 0 alla sommita del piano)

Eim'ziale =0
1 .
Efinale = *kEQ - mgfmw Sin o«

2 max

da cui POHeHdO Einiziale = Efinale

2mgsin «
gmax = T
Domanda 3
Scriviamo ’energia totale nella forma
1 1 1 k
E= §MV9”2 + imvg + imvg + 562 — mglsin o
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ma dato che la quantita di moto orizzontale si conserva ed é nulla possiamo anche scrivere,
applicando il teorema di Koenig

1 1 k
E= §,uvf7x + vaiy + 552 —mglsin o

dove v, 5 € v,y = vy sono le velocita della particella relativa al piano e yu = mM /(m+ M)
la massa ridotta. D’altra parte

Upy = Lcosa

Upy = —{sina
e quindi
E= % (pcos2oz + m sin? a) 2+ 262 — mglsin «
Derivando rispetto al tempo
E= (ucoszoz + m sin? a) 00 + k0l — mgésina =0
da cui possiamo ricavare le equazioni del moto
(ucos2oz + m sin? a) {4+ kl = mgsina

Il sistema esegue qundi oscillazioni armoniche attorno al punto di equilibrio ¢y calcolato
precedentemente, con frequenza

1 k
2

21\l pecos? a + msin®
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