5.100. IL PROBLEMA DI KEPLERO #*x*

PROBLEMA 5.100
( Il problema di Keplero xx

Discutere le traiettorie di due masse puntiformi m; e m; che si muovono nello spazio
sotto I'azione della sola forza di attrazione gravitazionale di Newton,

mimy

Fho=G (71 —72)

> = 3
71 =72
dove Fy; € la forza che il corpo 1 (che si trova nella posizione 7;) esercita sul corpo 2 (che
si trova nella posizione 75).

Soluzione

Iniziamo scrivendo le equazioni del moto per le due masse puntiformi. Dato che I'unica
forza e quella gravitazionale abbiamo

- a7, 1Mo (71— 7)
155 = —G————=H—1
dt? 7 — 7o
a7, mimy .
Mmy— = G——=F (-7
dt? 71 — 72,3 ( )

Servono quindi 6 coordinate (ad esempio le 3 coordinate cartesiane delle due masse)
per descrivere una configurazione del sistema. Dato che le forze che si esercitano sulle
due masse sono uguali e opposte abbiamo la conservazione della quantita di moto
totale. Questo si verifica direttamente sommando membro a membro le due equazioni
precedenti, e ottenendo
d dary dary
d |-

che ci dice effettivamente che la quantita di moto totale

o dr dr
P = my g+ ma

e costante. Alternativamente possiamo dire che 1’accelerazione del centro di massa e
zero,
d? mi71 + moty - dz?CM —0
a2 mp+my 42

Quindi il centro di massa si muove di moto rettilineo uniforme, e possiamo scegliere
un sistema di riferimento nel quale esso si trova in quiete nell’origine. Abbiamo quindi
determinato il moto di 3 dei 6 gradi di liberta del sistema.

Un’altra variabile conveniente per descrivere il sistema € la posizione della massa
relativa alla massa >,

— —

r=mr—n
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Osserviamo che conoscendo 7 e 7y possiamo ricavare 7 e 73 dalle formule

- - mp

r = rcm —_—7
my + mp

r = rem—
my + mo

che si verificano imediatamente. Sara quindi sufficiente trovare 7: per farlo moltiplichia-
mo per my: per farlo moltiplichiamo per oto precedenti e per m; la seconda, e sottraiamo
membro a membro. Abbiamo

o mmy
mymy—— (7 — 73) = —(my + m) G———— (¥ — 72)
dt 71 — 7o

ossia )
d=r mymy
-G T

e Ty

dove yu = mymy/(mq + my) & la massa ridotta del sistema. Queste sono tre equazioni
del moto (non indipendenti tra loro) che permettono in linea di principio di calcolare
la posizione relativa in funzione del tempo, per date condizioni iniziali. Formalmente
sono equazioni per una massa puntiforme fittizia y che si muove sotto ’azione di una
forza centrale. Da questo segue che avremo una costante del moto, il momento angolare
- ar
L=urx—
I ar
Inoltre la forza centrale & anche conservativa. Questo si verifica immediatamente notan-
do che la possiamo ottenere a partire dal potenziale

nmimsy

U=-G
.

Verifichiamo questa affermazione: deve essere

F - ou iGnurmz _ Gmlmzil — Gy, <_ 1) or

S ox  ox oxr 2 ) ox
ma 0 ) 1 1
R R N /- surisn=raiak
e quindi
F, = —Gmlmzr%

che e effettivamente la componente x dell’attrazione gravitazionale. Calcoli assoluta-
mente analoghi permettono di verificare che il potenziale da anche la corretta compo-
nente y e z.
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La conservazione del momento angolare ha come conseguenza che il moto della
particella fittizia avviene in un piano, piti precisamente nel piano ortogonale a L. Per
verificarlo calcoliamo il prodotto scalare tra 7 e L, che & nullo

g A AN
r-L—yr-<r><dt>—0

dato che il prodotto vettoriale tra 7 e ¢ € sicuramente perpendicolare a 7.
Scegliamo adesso coordinate polari nel piano in cui avviene 1’orbita. Potremo scrivere
la componente perpendicolare al piano del momento angolare come

L= er'

e I’energia come
myma
r

Y S S ¥
E_zyr—i—zyre G

Entrambe queste quantita si conservano, in particolare possiamo usare la prima per
determinare la velocita angolare in funzione della distanza dal centro,

L

0=— (5.100.1)
pr?

che sostituita nell’energia permette di ottenere

L2 _ Gﬂ’ll my
2ur? r

1

Espressa in questo modo, questa formalmente & 1’energia di una particella di massa y
che si muove in una dimensione sotto 1’azione di un potenziale “efficace”

L2 Gm1m2

Uepy = 2ur? oy

Notiamo che l'energia cinetica dovuta al moto radiale e

1.
EW2 =E — Uys(r)

e dato che deve essere non negativa, per un fissato valore di E il moto sara possibile solo
per ivalori di r tali che
u, ff(i’ ) < E

Possiamo sfruttare questo fatto per una prima discussione qualitativa delle orbite.
Per piccoli valori di r il termine proporzionale a r—2 del potenziale efficace (il cosid-
detto potenziale centrifugo) ¢ dominante, e quindi

lim U (r) = o0
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E>0
E=0
L
r
E’m,i'n, <E<O

E = Emin

Figura 5.86.: Caratteristiche qualitative delle orbite per il problema di Keplero. Il grafico
azzurro rappresenta il potenziale efficace, per un fissato valore di L. Le
rette verdi tratteggiate rappresentano possibili valori dell’energia E.

Invece a grandi valori di 7 il termine gravitazionale domina,

lim ueff(i’) =0

r——+400

Inoltre il potenziale efficace ha un minimo. Determiniamo la sua posizione: la derivata

dueff _ 12 n Gmymyp

dr urd r?
si annulla in
LZ
fe = ———
me1 moy
e il potenziale efficace assume in 7, il valore

2

2,2
_ uGomim;

ueff(rc) - 212
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II tutto e rappresentato schematicamente in Figura Al variare di E abbiamo diversi
intervalli permessi per r, in particolare

o Se E < U,f(r:) non esistono r tali da avere una energia cinetica radiale positiva.
Quindi questi valori dell’energia non sono permessi.

o Se E = U,ff(rc), I'energia cinetica radiale & nulla per r = r.. Altri valori di r
non sono permessi, quindi durante il moto r si mantiene costante. Si tratta quindi
di un’orbita circolare (di raggio ). Dato che il raggio non varia, neppure 8 lo
fara a causa della relazione (5.100.I). Abbiamo quindi un moto circolare uniforme.
Questo caso particolare si poteva ricavare piti semplicemente dall’equazione del

moto radiale
myimy

—ur®? = -G 2

sostituendo 6 in termini del momento angolare e risolvendo per r.

o Se U,ff(rc) < E < 0 esiste un intervallo r_ < r < r4 in cui il moto & permesso. Il
moto radiale sara quindi una oscillazione tra questi due estremi, mentre 6 crescera
o diminuira in accordo con la legge (5.100.T). Da notare che il segno della velocita
angolare & determinato dal segno di L, e non pud cambiare. Di conseguenza la
particella orbitera girando attorno all’origine senza cambiare mai segno.

o Se E = 0 l'intervallo permesso e r > r,, dove r, ¢ il valore a cui il potenziale
effettivo si annulla
2
rp= g
2uGmymy
Quindi la particella si avvicinera al centro fino ad una distanza r,, e sfuggira
quindi allinfinito. Da notare che la velocita radiale tendera a zero quando r — co.

o Infine se E > 0 avremo ancora una distanza minima ry determinata da

E= ueff(rN)

e ancora una volta la particella si avvicinera al centro fino ad una distanza ry per
poi sfuggire all'infinito. Questa volta pera la velocita radiale rimarra positiva per
r — co.

Passiamo adesso ad uno studio pitt dettagliato della forma delle orbite.

Calcolo delle orbite

Abbiamo gia potuto notare che il segno di § non pud cambiare. Di conseguenza 6 sa-
ra una funzione monotona (crescente o decrescente) del tempo, e potremo utilizzarla
al posto di quest’ultimo per parametrizzare 1’orbita. Riprendiamo quindi 'energia e
scriviamola nella forma

1 ﬂé 22 _ Gmymy
dae 2ur? r
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Sostituendo nuovamente 6 otteniamo infine

poly(dr LN, 2 Gmm
— 2"\ ae ur? 2ur? r

Conviene a questo punto introdurre la nuova variabile u = 1/r. La sua derivata rispetto

all’angolo e legata a quella di r dalla relazione

dr_ 1 du

do —  u2de

e sostituendo nell’energia troviamo

“ou\de) Tou" 1t

Dato che l'energia si conserva dovra essere dE/dfl = 0, e quindi

A6~ u d0de? " u do 20

e quindi dovra essere, scartando du/df = 0,

d?u ue uGmymy
do? L2

Questa equazione determina la traiettoria, ed e formalmente identica a quella cheun

oscillatore armonico sottoposto a una forza costante (con 6 che gioca il ruolo del tempo).

La soluzione generale puo essere scritta nella forma

uGmymy

u=-Acos(0+¢)+ 2

dove le costanti A e ¢ dipendono dalle condizioni iniziali. In particolare sostituendo
nell’energia possiamo determinare A in funzione delle costanti del moto. Abbiamo

2uE du'\? s 2uGmymy
L2:<d(9> R R

e quindi

2uE Gmymy \
2 H pGmyny
AT = L2+( L2 >

Ricordando la definizione di u possiamo anche scrivere

_ 4
" T T¥ecos 0+ ¢) (5.1002)
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dove

LZ
uGmymy

2 2
.- 4 L 2y2]£+ mezlmz
uGmymy L L

Variando ¢ otteniamo orbite della stessa forma, ma ruotate di tale angolo. Senza perdere
generalita possiamo quindi limitarci a ¢ = 0. Inoltre anche un cambiamento di segno di
e sara equivalente ad una rotazione di 7t dell’orbita, e potremo limitarci a considerare il
caso e > 0 corrisponde a minima energia accettabile, corrispondente all’orbita circolare,
corrisponde a e = 0: in tutti gli altri casi ’espressione sotto radice & positiva).

Possiamo adesso discutere la forma delle orbite. Scrivendo I'Equazione nella
forma

r=p—ercost

ed elevando al quadrato otteniamo
(1—e*) x> —2pex +y* = p*

che & I'equazione di una conica. Notiamo anzitutto che il parametro p determina le
dimensioni dell’orbita, e non la sua forma. Per quanto riguarda e abbiamo diversi casi
possibili

Se e = (il raggio e costante, r = p. Siamo nel caso dell’orbita circolare visto preceden-
temente.

1. Se al variare di 6 il denominatore della (5.100.2) non si annulla mai, e resta finito.
Abbiamo a che fare con un’orbita limitata, che in effetti @ un’ellisse. L'ellisse ha un
fuoco sul centro di forza. Inoltre possiamo scrivere

_ P __P
eIy T 1+e

che permettono di ottenere il raggio di massimo e minimo avvicinamento al centro
in termini delle costanti del moto (o viceversa).

2. Se e = 1il denominatore della (5.100.2) si annulla per , e quindi » — oo per questi
valori. L'orbita non € dunque limitata, ed in effetti si tratta di una parabola. Anche
in questo caso il centro di forza e nel fuoco.

Infine se e > 1 il denominatore si annulla per due angoli £6* minori in modulo di 7. di
un’iperbole (con il centro di forza su un fuoco)erifica che si tratta di un’iperbole (con il
centro di forza su un fuoco). In questo caso e nel precedente la posizione di massimo
avvicinamento si puo ottenere da

=

N =

—_
+
x
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tig:-KeplerOrbitsi orbite possibili sono rappresentati schematicamente in Figura (5.87).

10

-10
Figura 5.87.: Alcune possibili orbite. Abbiamo sempre p = 1, mentre rispettivamente
e = 0 (orbita rossa, circonferenza), ¢ = 0.7 (orbita verde, ellisse), e = 1

(orbita blu, parabola) ed e = 1.3 (orbita arancio, iperbole). Il centro delle
forze e nell’origine.

Altri aspetti del problema saranno studiati in un esercizio successivo.
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