5.36. OSCILLATORE FORZATO CON ATTRITO * x

PROBLEMA 5.36
( Oscillatore forzato con attrito x x

Un oscillatore forzato & descritto dall’equazione
mi +2A% + kx = F(t)

dove A parametrizza 'attrito viscoso presente e F(t) é un’onda quadra di ampiezza F
e periodo T:

Fo kT<t<(k+3)T

F(t):{—FO (k+HT<t<(k+1)T ' keN.

Trovare se possibile una soluzione x(t) periodica in —oo < t < oo e discuterne 1'unicita.
p p

Soluzione

Determiniamo la soluzione generale nel periodo dell’'onda quadra corrispondente a
k=0.Trat =0et = T/21'equazione si riduce a

mi +2Ax +kx = EF
che ammette come soluzione generale

il

xo(t) = Aoe‘“ + Age“*t + i

dove «, a* sono le soluzioni complesse coniugate di
ma? 4+ 2\ +k=0.
Analogamente trat = T/2 et = T I'equazione diviene
mx +2Ax +kx = —F

con soluzione che scriviamo nella forma

Fo

P

Dobbiamo imporre la continuita della soluzione e della sua derivata in t = T /2. Abbia-
mo un sistema lineare

x(’)(t) _ Boetx(th/Z) + Béea*(t—T/Z) _

. F F
Age* T2+ Aje" T/z—i—?o = Bo—l—B(’j—?0
DCAO@‘XT/Z +DC*A6€‘X*T/2 — D(B() +IX*B8

che ha per soluzione
2u* F()

By = Age*"/? —.
0 0 +a*—ak
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Se adesso scriviamo la soluzione tra t = pT et = pT + T /2 nella forma

xp(t) = AP 4 A;e“*(t_pT) + %

e imponiamo la continuita di soluzione e derivata in t = T troviamo

20" F
_aT 70 (XT/Z_
Al =e AO+(X*—(Xk<e 1)

e ripetendo il ragionamento per t = pT

20" PO
A :thA_ 7(0{7"/2_1).
P At T\

Possiamo risolvere questa relazione ricorsiva scrivendo

20 F 1 — T
Ap =T ag+ =0 (T2 1)
4 O v —ak 1—exT
che risulta valida anche per p < 0. Se « ha una parte reale negativa, come accade in
presenza di attrito, abbiamo evidentemente che per p — —oo i coefficienti A, divergono.
Fa eccezione il caso in cui

_ 20" F xT/2 1
Ao_tx*—zxk<€ 1)1—8"‘T

per il quale

e che corrisponde chiaramente a una soluzione periodica.
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