5.51. PENDOLO DOPPIO * * »

PROBLEMA 5.51
( Pendolo doppio x x

Scrivere le equazioni del moto del pendolo doppio rappresentato in Figura[5.40} Studiare
le piccole oscillazioni del sistema attorno alla posizione di equilibrio stabile.

ma

Figura 5.40.: Il pendolo doppio considerato nell’esercizio.

Soluzione

Introduciamo i due versori 711 e 71, allineati con la direzione dei due fili. La posizione
delle due masse si scrivera allora

o= Oy
o = Uiy + by
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dove, esplicitamente,

A sin 91
np = ’
—cos B,

Derivando rispetto al tempo otteniamo le velocita

Iy
N
Il

sin 92
— cos 6

7 = 066h
Uy = 010111 + 40,1

e le accelerazioni

Elél’f] — Elé%ﬁl

y = Elél”i’] — glé%ﬁl + 526.2%2 - EZQ%ﬁz

2 = cos 0 P cos 0
=\ sing; )’ 2=\ sin6,

Possiamo scrivere adesso le equazioni del moto. Per la prima massa abbiamo

SR

con

m1€1 (élf'l — G%ﬁl) = —Tlﬁl + Tzﬁz — mlgy (5.51.1)
e per la seconda
my [61 (.9-1’?1 — 9%ﬁ1) + 45 (éz’fz — Q%ﬁz)] = —Thi, — ng]} (5.51.2)

Le (5.51.3) e (5.51.4) sono 4 equazioni differenziali nelle incognite 6y, 6, T e Ty.
_ P_er piccole oscillazioni sviluppiamo le equazioni al primo ordine nelle variabili 64, 65,
61, 6>. Questo significa che possiamo porre

0 N . R 0 R R
12<_11>:_]/+91x/ n22<_21):_]/+92x;

. 1 N N R 1 R .
T1:(91>:x+91y, 12:<62>:x+92y.

e a meno di termini di ordine superiore le equazioni divengono

Iy

mlflélf = —T1(—]2 + Qlf) + Tz(—yA + 6,%) — mygy (5.51.3)

my (0101 + 20,) £ = —To (=9 + 6,8) — mogy. (5.51.4)

In direzione verticale questo significa
Ty = (m1 +ma)g

T, = mag
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cioe le tensioni non dipendono dall’angolo. In direzione orizzontale si trova

mil6y = —Ti61 + T
my (4101 + 620,) = —T»6,
che si potevano ottenere sin dall’inizio notando che per piccole oscillazioni

X1 = 6191
xp = {101+ 60,

F, = —-T01+ 120,
., = -1

Abbiamo quindi )
= —(1 + mz/ml)g91 + m2/m1g92
51.9.1 + 529.2 = —gQQ .

Sottraendo la prima equazione dalla seconda abbiamo infine

j M 8g M8, _
91+(1+m1)£191 m1€192 0
=142 St (14 72) S6r =0

1 €2 mq 2

Cerchiamo delle soluzioni del tipo

01\ [ ur\ o
(&)=(n)e

Sostituendo otteniamo (y = my/my, wiz =g/l)

(1+7)w? — Q2 —yw? up\ _ (0
—(14+7)ws  (1+7)w;—0Q? u, )\ 0
che avra soluzioni non banali solo quando il determinante della prima matrice & nullo,
cioe per particolari valori di () legati alle frequenze dei modi di oscillazione.
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