5.55. CATENA DI OSCILLATORI * % x

PROBLEMA 5.55
( Catena di oscillatori x x %

Si vuole modellare una molla di lunghezza ¢, massa m e costante elastica K con una
catena di N masse p unite da N — 1 molle di costante elastica x, come in Figura [5.43]
Studiate le oscillazioni di questo sistema se le masse agli estremi sono bloccate.

Figura 5.43.: La catena di oscillatori considerata nell’esercizio.

Soluzione

Detta x; la coordinata della k-sima massa riferita alla sua posizione di equilibrio abbiamo
le equazioni del moto per le masse intermedie della forma

uie = x (k1 + X1 — 2x%)

dove imponendo che la massa totale sia m abbiamo chiaramente N = m, mentre per
la costante elastica deve valere K~! = (N — 1) x L. Per le masse agli estremi abbiamo le
equazioni modificate

x1=xny=0

Utilizziamo direttamente le equazioni del moto cercando soluzioni del tipo
X (B) = ug(t)e
e sostituendo nelle equazioni per le masse intermedie abbiamo
yemkﬁ“ x (2 _ e _ eia) Ly
ossia

4 1
Tig + X sin? (uc) u, =0
U 2

Questa e I'equazione di un oscillatore con

Wy = 2\/5 ’sin%‘

e tutti i valori reali di # sono permessi. Dobbiamo pero tenere ancora conto delle
equazioni per le masse agli estremi. Queste danno le condizioni

U™ =0

ueN =0
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che non possono pero essere soddisfatte qualunque sia il valore di a. Possiamo pero so-
vrapporre soluzioni corrispondenti a +a, che oscillano nel tempo con la stessa frequenza.
La nostra soluzione sara quindi del tipo

xi(t) = (Aei”‘k + Be”""k) Uy (1)
e le condizioni per gli estremi diventano
Ae® + Be ™ =0
AeitN 4 Be—iaN _ g
Questo sistema lineare omogeneo ammette soluzioni non banali solo se
sina(N—1) =0

ossia quando
mrt

(N-1)

con m intero. Si hanno N soluzioni indipendenti perm = 0, - - - , N — 1 che si scriveranno

Ky =

x}({m)(t) ) (eirxm(k—l)k - e—izx,,,(k—l))

ossia
xlsm)(t) = Ay sin [ay, (k —1)] cos (W, t + @)
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