8.6. FLUTTUAZIONE DI TEMPERATURA SU UNA SBARRA %

PROBLEMA 8.6
( Fluttuazione di temperatura su una sbarra xx

Determinate se possibile A(t) e o(t) in modo che la funzione

1 x2
T(x,t) = To+ A(t)exp <_2A (t)) (8.6.1)
sia soluzione dell’equazione del calore
oT 0°T

con (vedere I'Esercizio e date una interpretazione del risultato.

Soluzione

-10 -5 5 10
Figura 8.4.: L'evoluzione temporale della fluttuazione di temperatura considerata nel
problema. La curva piu alta corrisponde alla fluttuazione iniziale, le succes-

sive via via pitt basse a ut = 1,2, 3,4, 5. Sulle ascisse la posizione in unita oy,
sulle ordinate la fluttuazione in unita Ag.

Calcoliamo le derivate della (8.6.1). Abbiamo

oT (. 1 A, 12

°T x\2 1 1x2
”axz—“A{(A) _A} exp (‘m)
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ed uguagliando queste due espressioni vediamo che devono valere le due condizioni

. ],[A
A = -2

A

1. A uA
a2 T x

La seconda equazione si integra immediatamente dopo una semplice semplificazione
ottenendo
A(t) = of +2ut

e sostituendo nella prima abbiamo

é—ilo = — K
A dt 8 03 + 2ut
da cui
%
Alt) =
() 0 (73—1—2;41‘

Sostituendo otteniamo

T(x,t) =To+A Uigex RS (8.6.3)
SEEEEE 03 + 2ut P 208 +2ut o

Possiamo interpretare il risultato come 1’evoluzione temporale di una fluttuazione di
temperatura Gaussiana su un sistema unidimensionale omogeneo (per esempio una
sbarra). La larghezza della fluttuazione cresce con legge o(t) = /03 +2ut. La sua

ampiezza al tempo stesso si riduce: questo & una conseguenza della conservazione
dell’energia: infatti I’energia totale della fluttuazione ¢ data dall’integrale

/ 2
Ef = d 8.6.4
A pc/ (70—1—2 £ 2(70+2;4t> g ( )

Introducendo la nuova variabile y = x/c(t) vediamo che l'integrale si scrive nella
forma

Ef = pcAoao/ exp <—;y2> dy (8.6.5)

—0o0

che & evidentemente indipendente dal tempo.
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