Conducibilità e struttura microscopica nei metalli

Questa relazione si propone di studiare la relazione tra le proprietà microscopiche dei cristalli e la loro conducibilità elettrica  e termica dovute alla presenza di elettoni liberi

illustrando teorie successive fra la fine dell’Ottocento e la metà del Novecento.

Lo schema seguito è:

 A) Teoria di Drude

 B) Metodo di Lorentz

 C) statistica di Fermi

 D) Metodo di Lorentz applicato alla statistica di Fermi (Sommerfeld)

La lezione è presa essenzialmente dal libro di Becker, “Teoria della elettricità” 

Sansoni ed. scientifiche (Firenze)

Le prime due teorie presuppongono come distribuzione degli elettroni rispetto alla velocità la distribuzione di Maxwell per le molecole di un gas perfetto :

f = A(x) exp(-(x)v ),   con  A= N( )  = N (m/2kT)   , = m/2kT

da cui si ottiene   < v > =  3kT/m ,  < x > =  2kT/m  ,  <1/v>= 2 m/2kT,        

                           <v>=2<x>

Come simboli si usano <> per le medie spaziali e <>  per le medie temporali.

Teoria di Drude

Abbiamo un blocco di metallo. Schematizziamo gli ioni positivi come fissi nel reticolo cristallino, e gli elettroni di conduzione completamente liberi di muoversi. 

Avremo un certo numero N di elettroni per cm   che interagiscono con il reticolo cristallino:

supponiamo che le interazioni siano solo dovute agli urti con gli ioni positivi e che si possano schematizzare con un libero cammino medio degli elettroni  l.

All’ interno del metallo gli elettroni si muovono con velocità variabili: supponiamo di classificarli in base alle loro velocità, definendo una funzione come f(v)= n° di e- con velocità compresa tra v e v+dv.

Chiaramente nel caso di un gradiente di temperatura o nel caso di materiale non omogeneo la funzione dipenderà  da x oltre che da v.

La funzione f(v) ha per definizione la proprietà che  

 f(v)dv = N.

Fatta questa premessa, vediamo di calcolare  e in base alle relazioni

 = j,   e    = W      con W=potenza che attraversa una superficie unitaria e                   

                       x                             perpendicolare a x nell’unità di tempo

( E,  j e gradiente di temperatura sono diretti lungo la stessa direzione  x)

Per j sappiamo essere  (ricordiamo di aver suddiviso gli e- in base alla velocità)

dj= n x e ,    dove n è il numero di e- con velocità v, cioè f(v):

=> j =   e x f(v) dv

Per il flusso di energia W, l’unica differenza è che gli e- trasportano una  energia 

E= mv /2 anziché una carica e: si ha dunque

    W=  (m/2)  x v f(v)dv .

Per calcolare j non è necessaria l’espressione sopra: basta pensare che si ha anche

j=e N <v> , 

  che i contributi dovuti alla v termica si annullano mediando su molti elettroni e che invece la velocità ordinata segue la legge lineare v= a t, con  a=Ee/m per il periodo di tempo che trascorre tra un urto e l’altro ():

<v> = Ee  /2m per ogni elettrone, con  = l/v.

Mediando su molti e- e dividendo per E si ottiene

 = e  l N /2m  <1/v>.

Passiamo ora al calcolo della .

Confrontando   le due espressioni  per la corrente ricavate sopra si ha  che

  x f(v)dv =N <x>; 

questo rappresenta il numero di elettroni che attraversa la superficie unitaria in un secondo.  Qui non stiamo considerando un flusso di elettroni ordinato che attraversa la superficie in una sola direzione, ma il movimento disordinato dovuto all’agitazione termica per cui il numero di elettroni che attraversa la superficie da entrambe le parti è approssimativamente lo stesso, e quello che cambia è l’energia trasportata: quindi possiamo supporrre che gli e- attraversanti la superficie da ognuna delle due parti siano N/2.

In particolare, se consideriamo il disegno sotto, ricordando che la temperatura non è uniforme si ha

W= (N<x>/2)(m<v  >/2 – m<v  >/2)

e, ricordando la distribuzione di Maxwell per cui <v  >=3kT/m, 

   =(N<x>/4)(3kT  -3kT  ) = - (3Nk<x>   T 2h)/4                                

                                                               x

Resta da determinare h.

  Gli elettroni che attraversano  la superficie  in un determinato punto devono aver subito il loro ultimo urto entro una semisfera centrata nel punto di raggio uguale al libero cammino medio l, altrimenti non farebbero in tempo ad arrivare.

Facendo una media sulla distanza dei punti della semisfera dalla superficie in considerazione si trova che h deve essere 2 l /3.

Sostituendo e ricordando che < v > =  2< x > si ottiene

W= - (N < v > k l  /2)  T

                                     x

E quindi per il rapporto tra le conducibilità

mk  < v >      =  mk <v  >  = 3k  T
   e    <1/v>           e                    e

La ragione per cui questo rapporto è importante è che era stato determinato sperimentalmente essere una costante indipendente dal metallo considerato ed era di interesse teorico trovarne il perché.

Metodo di Lorentz

Prima abbiamo implicitamente supposto che la presenza del campo non turbasse la distribuzione  f  degli elettroni.

Adesso consideriamo una perturbazione al primo ordine nella  x dovuta al campo:

 si ha  f (x,v) = f (x,v)+ x  (x,v),

dove  è da determinare in modo che la distribuzione risulti stazionaria.

Dividiamo questa sezione in tre parti:

· Ricerca della f per via variazionale

· Calcolo conducibilità elettrica 

· Calcolo conducibilità termica

Ricerca della f

Perché la f sia stazionaria, la sua variazione deve essere 0.

La funzione cambia in maniera continua perché gli e- si spostano e accelerano in direzione x, e in maniera discontinua per via degli urti :suddividiamo quindi la variazione in

 f = f   +   f    (contributo di ‘traslazione’ e degli urti)  

f  non è altro che la variazione di una funzione di più variabili, poiché le accelerazioni e gli spostamenti sono continui:

df  =    x   x  +  y  y  +    z  z   +  f  a

dt         t            t             t           x

(a è l’accelerazione dovuta al campo elettrico, a=Ee/m, le variazioni rispetto a y e z sono nullle perché è nulla l’accelerazione in quelle direzioni.)

Adesso calcoliamo il contributo degli urti .

Prendiamo in considerazione un punto (x,v): se un elettrone che stava nell’elemento 

(x+dx)(v+dv) va a sbattere, f (x, v) diminuisce di uno; se un altro e- che sta fuori urtando cambia la sua velocità in modo da cadere nell’intervallo considerato, aumenta di uno.

Gli urti dovuti alla parte isotropa della velocità tendono a non fare variare la funzione, non essendoci alcuna ragione per cui debbano privilegiare un elemento di volume  rispetto ad un altro; contribuiscono solo gli urti dovuti alla componente perturbativa.

Se l / v è il tempo medio tra due urti, in un secondo ci saranno in media v/ l urti per ogni elettrone; se voglio sapere il numero totale di urti che incorrono in un certo intervallo (x+dx,v+dv),devo moltiplicarlo per il numero di e- effettivamente presenti in esso (x) 

f  = -  (v/ l ) x .

Da f  +  f   = 0  si ha

*  - ( v/ l )(x  )= (x    f   + a    f  )   =>       (Ricordando che  f   =   f , e che f  è 

                                    x           x                                                             isotropa)  

= - (l/v)(   f  + a   f     )

                   x     v   v

Calcolo di .

Sappiamo già che  j= e  x (f +x  )dv.

Se non avessi alcun campo, si avrebbe   j=e  xf  dv=0 => nel nostro caso

j= e  x  dv     

=e  x v dv d              Trattando dv come uno dei soliti elementi di volume e passando in                

                                       polari con  dv= v  dv  d
dipende solo da v : resta da trovare   x d    

Per la simmetria sferica dei gusci su cui sto integrando, deve  essere  

  x d   =  y  d      =    z  d    =1/3  v  d  =4 v /3                                             

=>  j=4 e/3   v   dv

Per la corrente possiamo supporre il materiale omogeneo, =>  = - a l  f

                                                                                                  v   v

j= -e4/3  a l v  f  /  v  = 0 + 2 l e4/3  f  v eE/m dv

Notando che  <1/v>=  1/N  1/v f (v)4 v  dv    (Anche qui, sfruttando la simmetria sferica   

                                                                    di f (v), integro solo sul raggio per

                                                                     trovare il numero di e- con velocità v)

j=2e  l E N <1/v> /3m

=4e  l  N/(3  2mkT)

calcolo di 
Adesso il materiale non è omogeneo dal punto di vista della temperatura, per cui 

f =f (x,v)  e    f/  x  non è  più nulla.

Abbiamo visto che j dipende da quindi si genera una j non nulla se  f  /  x=0,

ameno che un campo si generi nel materiale per annullare la corrente come in pratica succede.

Si tratta di trovare la per cui questo è vero, ovvero devono essere  soddisfatte le due equazioni

j=  e v  (  f   +  av   f    ) dv  =0

               x             v

 = - l/v ( dA  -Av  d - 2Aaexp(-v 
                dx         dx 

Si ricava a dalla prima, si sostituisce nella secondae dalla ,mettendola nell’integrale 

W= 2m/3   v  dv, 

si trova W=8 l  NTk      T

                 3  2mkT   x

Da cui il sospirato rapporto

 =  2k  T 

      e   

Peccato che il coefficiente 2 non torni minimamente con i dati sperimentali.

Il problema sta nel fatto che gli elettroni non seguono in realtà la distribuzione di 

Maxwell.

Cercheremo ora di dare un’idea del perché la distribuzione classica non funzioni e di proporre un’alternativa plausibile.

Statistica di Fermi

Per il principio di esclusione di Pauli due elettroni non posssono avere tutti i numeri quantici uguali.

Questo nell’atomo porta ad avere una distribuzione su livelli energetici con energia media più alta di quella che ci si potrebbe aspettare classicamente: cercheremo di trovare un parallelo per un blocco di metallo.

Nel caso dell’atomo immaginiamo di prendere tutte le orbite permesse e di ordinare le loro energie in modo crescente  E.......E.

Ognuna di queste energie può essere presa da un solo elettrone, cosicché se ci sono N elettroni allo stato di minima energia saranno occupati i primi N posti e l’energia totale sarà    E  .

Se immaginiamo di avere moltissimi atomi come nel caso di un blocco di metallo,la distribuzione di celle di energia (se avete qualche termine migliore da proporre....)

non è più discreta, ma continua.

Anziché dire di avere una celletta per un determinato valore di energia, definiamo una funzione  

Z(E) = n° di celle disponibili con energie comprese tra  E  e E+dE.

qui si può cominciare a capire dove sta il problema nella distribuzione di Maxwell:se troppi elettroni si addensano attorno ad un certo valore di energia rispetto ai posti disponibili, nella statistica di Fermi sono costretti a ripiegare su valori di energia differenti, mentre per Maxwell le celle erano infinite  e il problema non si poneva.

Poiché adesso gli elementi che si giocano l’equilibrio sono sia la distribuzione statistica che l’impossibilità per gli elettroni ad occupare contemporaneamente la stessa cella, possiamo definire come w(E) l’indice di occupazione medio di una cella che si trova ad energia E.

Per dare un’idea, se E è molto alta o molto bassa rispetto all’energia media le w(E) sarà molto basso, se ci è vicino tenderà a 1.

Quindi w(E)Z(E) rappresenta il numero di elettroni di energia E,

e la loro energia totale sarà  

         E w(E)Z(E)dE 

Curiosità: come nel caso dell’atomo, se fossimo alla configurazione di energia minima  (ovvero allo zero assoluto) si avrebbe che w=1 per E < K,  

con K tale che   

                           Z(E)dE =N         (numero di e- presenti)

e w=0 per E>K.

Poiché ad una certa energia corrisponde una determinata velocitàavere una distribuzione degli elettroni in funzione della velocità è equivalente a trovare la distribuzione dellle energie  Z(E) e la corrispondente probabilità di occupazione.

Distribuzione delle energie

Ricordiamo che lo spazio delle fasi è uno spazio a 2k dimensioni con k numero dei gradi di libertà del sistrema.

Consideriamo un elettrone come un corpo a tre gradi di libertà, per cui la sua fase è identificata dalle sei componenti di (x,v).

Per volume nell spazio delle fasi si intende     dx dp , esattamente come si farebbe in uno spazio a 6 dimensioni fissata una base.

Adesso cerchiamo di sfruttare questo concetto per determinare Z(E).

Se scelgo ua porzione di spazio determinata da V=   dxdydz, e dalla condizione che il modulo della quantità di moto sia minore di p, il volume totale della porzione considerata è il prodotto dei due volumi, ovvero                    

= V p  4 /3

Abbiamo detto che la statistica di Maxwll-Boltzmann non funziona perché in quantistica entra in gioco il principio di esclusione di Pauli: nello spazio delle fasi può essere riformulato dicendo che una cella di volume h può contenere al massimo 2 elettroni di spin opposto.

Infatti il principio di indeterminazione, nel dire che x p > h  (ovviamente vale anche per le componenti y e z), dice che se due particelle nello spazio delle fasi sono più vicine tra loro di  x p=h per tutte le componenti risultano indistinguibili in base alla posizione e quantità di moto, quindi per il principio di esclusione di Pauli non possono occupare la stessa cella nello spazio delle fasi a meno che non abbiano spin opposto (altrimenti avrebbero tutti i numeri quantici uguali...)     

Poiché le componenti x,y,z sono tre, si ha che possono stare al massimo due elettroni in una cella di volume h . 

Poiché il volume totale è = V p  4 /3, il numero di celle è  h = V p  4 /3 h;

Ricordando che si ha

 E=p /2m,             =>          h = V (2mE)  4 /3 h;

 per trovare il numero di elettroni che possono stare a quel determinato livello di energia basta moltiplicare per due.

Per trovare poi il numero di e- di energia compresa tra E e E+dE differenziamo l’espressioe e otteniamo

Z(E)dE= V (2m)  E  4 h

Indice di occupazione delle celle

In assenza di campi o altre perturbazoni esterne gli elettroni si spostano da una cella di energia all’altra attraverso urti elastici del tipo

E + E  <--> E + E

all’equilibrio il numero di urti che fanno passare gli elettroi da una parte all’altra devono bilanciarsi. Sia S il numero degli urti nella prima direzione e S di quelli nell’altra drezione.

Considerazione1  S   w(E ) w(E )

                                S     w(E ) w(E ) 

Considerazione2   S=0  se w(E  )  o  w(E  ) =, perché non c’è più posto nelle celle di energia E  o E.

Si ha quindi 

S  = C w(E  ) w(E  ) (1- w(E  ))(1- w(E  ))

S  = C w(E  ) w(E  ) (1- w(E  ))(1- w(E  ))

Perché all’equilibrio si bilancino deve essere  S=S

cioé

                                                                         (Gli urti sono elastici)

Da questa distribuzione, finalmente,  Sommerfeld seguendo il metodo di Lorentz ha ricavato il coefficiente ‘giusto’, che essendo  / 3 , molto simile a 3, spiega perché la teoria di Drude desse risultati così vicini ai dati sperimentali.
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