Prova scritta di Fisica Generale 2

28 Giugno 1999

Avvertenza: si forniscano spi egazioni concise ma chi are. La grafia dovra’ risultare comprensibile.

1) Solo per gli studenti che present ano il programma degli anni precedenti

Si consideri un piano conduttore infinito posto a terra.

A distanza D dal piano, si trova una lastra circolare conduttrice di raggio R e spessore trascurabile, isolat a, e disposta parallelamente al piano stesso. Al di sopra ancora della lastra, sull´asse e a distanza d dal centro di questa, si trova una carica Q. Sia d<<D<<R.

Si calcoli:

a) la carica totale indotta su ciascuna faccia della lastra.

b) la distribuzione di carica s

su ciascuna delle due facce della lastra in funzione

della distanza dal centro.

c) il campo elettrico nello spazio compreso tra la lastra e il piano conduttore e la

differenza di potenziale tra questi.

d) la forza che agisce sulla lastra circolare.

e) Il lavoro necessario per portare la lastra a contatto col piano conduttore.

Soluzione

Le condizioni al contorno impongono che il campo elettrico risulti perpendicolare sia

alla superficie della lastra che al piano conduttore.

Trascurando gli effetti ai bordi, si può utilizzare il risultato ottenuto nel caso di una

carica di fronte ad un piano conduttore posto a massa: in questo modo, nel semispazio

superiore, e lontano dal bordo della lastra, il campo elettrico risulterà quello prodotto

dalla carica Q e da una sua immagine ˘Q posta al di là della lastra e simmetricamente

rispetto alla sua faccia superiore.

Nello spazio compreso tra la lastra e il piano, invece, il campo elettrico sarà

pressocchè uniforme (sempre trascurando gli effetti ai bordi).

In questo modo si possono sfruttare i risultati ottenuti nel caso della carica di fronte ad

un piano posto a terra:

a) La carica indotta sulla faccia superiore risulterà uguale alla carica immagine, e

quindi -Q. Siccome la lastra deve rimanere scarica, sulla faccia inferiore sarà

presente una carica totale indotta Q.

b) Per calcolare la distribuzione della densità di carica sulla faccia rivolta verso la

carica, basta calcolare la componente normale del campo alla superficie e

moltiplicare per

e

0

, ottenendo in tal modo (coordinate cilindriche):

s r p r

1

2 3 2

4

2

2

( )

( )

/

= -

+

Q d d

Integrando questa formula si ritrova immediatamente che la carica totale indotta sulla faccia superiore è uguale a ˘Q a meno di termini dell´ordine d/R. Sulla faccia inferiore, visto che il campo è uniforme, la carica +Q risulterà distribuita uniformemente : si avrà allora

s p 2 2

=

Q

R

.

c) Il campo elettrico nello spazio tra il piano e la lastra risulterà allora essere

E

Q

R

=

2

0

2 pe

e pertanto la differenza di potenziale risulterà uguale a V

QD

R

=

2

0

2 pe d) La lastra risulta soggetta a due forze agenti in senso opposto: quella dovuta alla carica si può calcolare facilmente utilizzando la carica immagine, mentre quella dovuta al piano conduttore può essere ricavata sfruttando il risultato ben noto della forza che agisce tra le piastre di un condensatore. F

Q d R

= -

æ è

ç

ö ø

÷

2

0

2 2

4

1

2

2 pe

( ) e) Il lavoro può essere calcolato integrando la forza lungo il cammino che porta la lastra a contatto col piano:

( )

"

= -

+

- æ

è ç ö

ø

÷

Q

d d D

D

R

2

0

2

4

1

4

1

4

2

pe

2) Una lunga e sottile fenditura e’ praticata in un piano conduttore; l’altezza della

fenditura ye’ piccola rispetto alla sua larghezza, ed il suo spessore e’ trascurabile.

Nelle due regioni separate dal conduttore sono presenti due campi elettrici costanti ed

uniformi, perpendicolari al piano, di intensita’ rispettivamente E

1 ed E

2

.

Nella prima regione un fascio di elettroni viene focalizzato ad una distanza x

1 dal

piano, dopo essere stato accelerato da una differenza di potenziale V

0

.

Si calcoli come varia la componente verticale del campo elettrico (lungo y) all’interno

della fenditura, e si dimostri che il sistema si comporta come una lente elettronica,

cioe’ che gli elettroni vengono collimati nella seconda regione ad una distanza x

2 tale

che:

f x x

1 1 1

2 1

= +

con:

( )

1 2

0

2

E E

V

f

-

=

Nota: Si risolva il problema in approssimazione impulsiva, tenendo anche conto del

fatto che:

2 2 0

1 1 0

X E V

X E V

>>

>>

1

X

Y

1

E

2

E

2

X

Solu zion e

Nelle ipotesi del problema è possibile calcolare la variazione di impulso trasverso

(lungo la direzione y) limitandosi a considerare l´interazione delle particelle nel solo

spessore della fenditura.

Per calcolare il campo elettrico lungo ysi può usare il fatto che il campo elettrico

deve avere divergenza nulla, ovvero, poiché la variazione del campo lungo la

fenditura è trascurabile, deve valere:

0

=

¶

¶

+

¶

¶

y x

E

y

E

x

Considerato che la variazione del campo elettrico lungo x attraverso la fenditura è

(E

2

- E

1

), si ricava per il campo elettrico lungo yall´interno della fenditura:

( )

y

d

E E

E

y

1 2

-

- =

dove d e’ lo spessore della fenditura.

Indicando con v la velocit à delle particelle (che va considerata costante in

approssimazione impulsiva), la variazione di impulso trasverso si scrive:

v d

E q t F p

y y y

= D · = D

cio è:

( ) ( )

y

v

E E

q

v d

y

d

E E

q p

y

1 2 1 2

-

- =

-

- = D y x

E

y

E

x ¶

¶

+

¶

¶

Noi siamo interessati alla variazione di direzione delle particelle, e dunque

calcoliamo:

( )

y

vp

E E

q

p p

y

y

1 2

-

- =

D

= D F

Poiché le particelle sono state accelerate da una differenza di potenziale V

0

, vale che:

2

0 pv

V q

=

e dunque:

( )

y

V

E E

y

0

1 2

2

-

- = D F

Usando il fatto che:

y

D F = F - F

1 2

si ottiene, seguendo le notazioni del testo:

y

V

E E

x y

x y

0

1 2

1 2

2

-

- = - -

da cui segue il risultato indicato nel testo del problema:

y

V

E E

x x

0

1 2

1 2

2

1 1

-

= +

3) Su di un piano inclinato di 30 gradi sull’orizzontale sono montate due rotaie

parallele di lunghezza L, a distanza d l’una dall’altra e aventi resistenza elettrica R

(resistenza elettrica per unita’ di lunghezza: R/L).

All’estremita’ inferiore del piano viene posta una sbarretta conduttrice di massa m e

lunghezza d che puo’ scorrere senza attrito sulle rotaie (vedi figura) mantenendole in

contatto elettrico; sia r la resistenza della sbarretta.

Sia presente un campo di induzione magnetica B uniforme e costante, diretto

verticalmente verso l’alto. Si connettono le estremita’ superiori delle rotaie a un

generatore G di corrente i

0 e si lascia la sbarretta libera di muoversi: si verifica che la

sbarretta sale sul piano inclinato di una lunghezza L in un tempo T. Il coefficiente di

autoinduzione del circuito cosi’ costruito sia sempre trascurabile.

a) Determinare il verso ed il valore della corrente i

0

.

y

vp

E E

q

p p

y

y

) ( 1 2-

-=

D

= f b) Si scriva l’equazione di conservazione dell’energia del sistema in un istante

generico di moto considerando tutti gli scambi di energia che avvengono in un

intervallo di tempo dt.

c) Avendo definito come "rendimento del sistema di sollevamento" il rapporto tra

l’energia meccanica ottenuta e l’energia erogata dal generatore G, determinarne il

valore.

Solu zion e

a) La componente del campo parallela al piano inclinato e’ irrilevante: chiamiamo

( )

0

0

30 cos B B

=

la componente normale. Se la corrente i

0 circola in verso orario

(vista dall’alto) essa determina una forza sulla sbarretta, la cui componente

parallela al piano inclinato e’ rivolta verso l’alto e pari a

0 i d B f

=

. Questa si

oppone alla componente parallela al medesimo piano della forza peso, pari a

p=mg sin(30

0

).

La forza risultante e’ costante ed il moto e’ quindi uniformemente accelerato, con

accelerazione:

2

0 g

m i Bd

a

- =

Dalla condizione 1/2aT

2

= L si puo’ ricavare i

0

:

ú

û ù

ê

ë é

+ =

2

2

2

0 g

T

L

Bd m

i

b) Bilancio energetico; si indica con:

dK la variazione di energia cinetica

dU

p la variazione di energia potenziale della sbarretta

dU

m la variazione di energia magnetica del sistema

W

G la potenza erogata dal generatore di corrente i

0

W

est la potenza erogata dal generatore esterno che mantiene costante il campo

magnetico

W

J la potenza dissipata per effetto Joule

B

0