Introduzione all’Elettronica

V. Flaminio Maggio 2002

ii

Capitolo 3

Uso delle trasformate di Fourier e di Laplace nella soluzione di problemi relativi a sistemi elettronici

3.1 Introduzione

Per risolvere le equazioni integro-differenziali che compaiono nel calcolo della risposta di una rete elettrica a determinati segnali applicati, é utile far uso del metodo delle trasformate. Queste infatti trasformano le equazioni integro-differenziali in equazioni algebriche, la cui soluzione é in genere molto piú agevole.

Ci limiteremo in questa sezione a fornire gli elementi minimi essenziali per affrontare e risolvere i problemi che comunemente si incontrano in elettronica.

Alcuni semplici esempi saranno anche discussi, per rendere piú esplicito l’uso del metodo.

Per approfondimenti si rimanda alla bibliografia elencata in fondo a questa sezione, in particolare alle referenze [1] ed [3].

3.2 La trasformata di Fourier

Sia data una funzione del tempo f(t). La sua trasformata di Fourier é definita come:

F (ω) = ∫_{+∞} −∞ f(t)e^{jωt} dt (3.1) Fisicamente possiamo pensare che la f(t) sia costituita da una somma infinita di oscillazioni sinusoidali, ciascuna caratterizzata da una pulsazione ω ed un’ampiezza. La grandezza: F (ω)dω/2π rappresenta l’ampiezza con cui compare in tale somma infinita l’oscillazione di frequenza compresa nell’intervallo che va da f ad f + df, dove f = ω/2π.

Se la F (ω) é nota, é possibile ricavare la f(t), antitrasformando: f(t) = 1 2π ∫_{+∞} −∞ F (ω)e^{−jωt} dω (3.2)

Dalle definizioni (3.1) ed (3.2), sviluppando il termine: e^{jωt} = cosωt + jsinωt si vede facilmente che la F (ω) é reale se f(t) é una funzione pari di t, cioé se f(t)=f(-t), mentre é immaginaria se f(t) é una funzione dispari: f(t)=-f(-t).

Le seguenti proprietá della trasformata di Fourier sono spesso utili:

• Linearitá: se F_1(ω) = F [f_1(t)] ed F_2(ω) = F [f_2(t)] ed a_1, a_2 sono delle costanti, allora:

F [a_1f_1(t) + a_2f_2(t)] = a_1F_1(ω) + a_2F_2(ω)

• proprietá di scaling: se F (ω) = F [f(t)] ed a é una costante reale, allora: F [f(at)] = 1 |a| F ( ω a ) • proprietá di traslazione temporale: se F (ω) = F [f(t)] allora: F [f(t − t_0)] = F (ω)e^{−jωt0} • proprietá di traslazione in frequenza: se ω_0 é una costante reale e F (ω) = F [f(t)] allora: F [ f(t)e^{jω0t} ] = F (ω − ω_0)

Calcoliamo ad esempio la trasformata della f(t) mostrata nel grafico superiore della figura (3.1), che rappresenta un impulso rettangolare di altezza h e durata t_1.

Facendo uso della (3.1) troviamo: F (ω) = h ∫_{t1} 0 e^{−jωt}dt = h jω (1 − e^{−jωt1} ) = ht_1 sin(ωt_1/2) ωt_1/2 e^{−jωt1/2} L’andamento in funzione di ω della F (ω) é mostrato nel grafico inferiore della figura (3.1). Vediamo che F (ω) diminuisce all’aumentare di ω. Per ω molto grandi possiamo considerare F (ω) = 0, senza commettere un errore apprezzabile. Notiamo anche che se t_1 diminuisce, il range dei valori di ω in cui F (ω) é apprezzabile si allarga.

Ad esempio, vediamo in figura (3.2) come cambia la F (ω) se dimezziamo t_1 rispetto al valore che esso aveva in figura (3.1). In questa figura la curva tratteggiata é quella relativa ad un valore di t_1 = 1.2 mentre quella a tratto continuo éottenuta con un valore di t_1 = 0.6. Le componenti di alta frequenza sono tanto piú importanti quanto piú stretto é l’impulso.

Quando si fa uso della f(t) per descrivere un’eccitazione (o una risposta) si dice che si lavora nel dominio del tempo. Quando si fa invece uso della sua trasformata di Fourier F (ω) si dice che si lavora nel dominio della frequenza.

Alle proprietá della trasformata di Fourier elencate sopra, dobbiamo aggiungerne due che riguardano la trasformata della derivata e dell’integrale di una funzione f(t). Se f(t) → 0 per t → ∞, allora la trasformata della derivata della f(t) é: F [ d dt f(t) ] = jωF (ω) (3.3)

Figura 3.1:

cioé, la derivazione rispetto a t corrisponde alla moltiplicazione della trasformata della funzione iniziale per jω. Analogamente, per l’integrale troviamo: F [∫ f(t)dt ] = F (ω) jω (3.4)

cioé, l’integrazione rispetto a t corrisponde alla divisione della trasformata iniziale per jω.

Esaminiamo l’applicazione della tecnica della trasformata di Fourier al calcolo della risposta di un semplice circuito RL come quello mostrato in figura (3.3), cui sia applicato in ingresso un gradino di tensione V (t) = V_0u(t) (dove u(t) é la funzione gradino unitario, che é uguale a 0 per t < 0 e ad 1 per t > 0).

L’equazione di Kirckhoff per la maglia fornisce: v(t) = L di(t) dt + Ri(t) dove i(t) é la corrente nella maglia. Prendendo la trasformata di entrambi i membri di questa equazione, otteniamo: ∫_{+∞} −∞ v(t)e^{−jωt}dt = jωL ∫_{+∞} −∞ i(t)e^{−jωt}dt + R ∫_{+∞} −∞ i(t)e^{−jωt}dt cioé, in simboli: V (ω) = (R + jωL)I(ω) ≡ Z(ω)I(ω) dove Z(ω) é la trasformata di Fourier dell’impedenza del circuito.

Figura 3.2:

Figura 3.3:

L’incognita del nostro problema, cioé la corrente i(t) nella maglia, puó esser facilmente calcolata a partire dalla trasformata I(ω): I(ω) = V (ω) R + jωL = V (ω) Z(ω) = V (ω)Y (ω) dove Y (ω) é la trasformata di Fourier dell’ammettenza (Y (ω) = 1/Z(ω)). La Y (ω) é anche detta, nel caso generale la funzione di Green del problema.

Come visto, il termine induttivo dá un contributo alla tensione V (ω) pari a (jωL)I(ω). Ció si esprime dicendo che la trasformata dell’impedenza associata all’induttanza é Z_L = jωL. Tale terminologia é analoga a quella che si ha nel metodo simbolico applicato a segnali sinusoidali.

Analogamente si puó verificare che la trasformata di un’impedenza capacitiva é data da 1/(jωC), dove C é la capacitá. Infatti, per un condensatore inizialmente scarico, caricato da una corrente i(t), la differenza di potenziale ai suoi capi é data da: v(t) = ∫_t 0 i(t^′)dt^′ C

Prendendo la trasformata di entrambi i membri, e facendo uso della relazione: F [∫_t 0 f(t^′)dt^′ ] = 1 jω F (ω) si trova:

V (ω) = 1 jωC I(ω) = Z(ω)I(ω) che é quanto asserito. Il risultato trovato é nuovamente simile a quello noto nel caso del metodo simbolico applicato a segnali sinusoidali. Potremo quindi, in un generico problema, sostituire direttamente alle impedenza le loro trasformate ed ottenere cosí direttamente la funzione di Green del sistema.

Consideriamo ad esempio il circuito di figura (3.4):

Figura 3.4: dove:

Z_1 = jωL_1 , Z_2 = jωL_2 , Z_C = 1 jωC , Z_R = R Si ottiene: V (ω) = Z(ω) I(ω) con:

Z(ω) = (Z_C + Z_R)‖Z_2 + Z_1 = (R + 1/(jωC))jωL_2 R + 1/(jωC) + jωL_2 + jωL_1 La Z(ω) descrive completamente le proprietá fisiche del circuito in esame. Essa é in generale una funzione complessa di ω, caratterizzata quindi da un modulo ed una fase, entrambi funzioni di ω.

3.3 Trasformata di Laplace

Se f(t) é una funzione di t, la sua trasformata di Laplace é una funzione della variabile complessa σ definita da:

L(s) = L [f(t)] = ∫_{+∞} 0 e^{−st}f(t)dt (3.5) dove la variabile complessa s = σ + jω.

L’antitrasformata é ottenuta tramite un’integrazione nel piano s complesso: f(t) = 1 2πj ∫_{a+j∞} a−j∞ F (s)e^{st}ds (3.6) dove l’integrazione é effettuata lungo la retta indicata in figura (3.5) dalla linea tratteggiata.

Figura 3.5:

Analogamente al caso della trasformata di Fourier, anche ora esistono alcune relazioni che é utile ricordare.

• proprietá di scaling: L [f(at)] = 1 a L( s a ) • proprietá di traslazione temporale: L [f(t − τ)] = L(s)e^{−sτ} • proprietá di traslazione in frequenza: L [ f(t)e^{−αt} ] = L(s + α) Va infine ricordata la trasformata della derivata e dell’integrale della funzione f(t). Per quel che concerne la derivata prima, abbiamo una relazione analoga a quella incontrata nel caso della trasformata di Fourier:

L [f^′(s)] = sL(s) − f(0^+) (3.7) dove f(0^+) é il limite destro di f(t) per t tendente a 0. Piú in generale, per la derivata n^{ma} di f(t), abbiamo: L [ f^{(n)}(t) ] = s^nL(s) − s^{n−1}f(0) − s^{n−2} df(0) dt − .... − df^{n−1}(0) dt^{n−1}

Per ció che concerne la trasformata dell’integrale della f(t), abbiamo: L [∫_t 0 f(t^′)dt^′ ] = 1 s L(s) (3.8)

Dobbiamo notare che l’integrale (3.5) non esiste per una qualsivoglia funzione, per valori generici della parte reale σ di s. Se infatti σ é negativo, il termine exp(−σt) fará si che l’integrando diverga. Se invece σ é positivo il termine exp(−st) tenderá a zero per t tendente ad infinito e l’integrale sará in genere finito. Piú in generale, per una generica funzione f(t) il seguente test consente di determinare quali siano i valori di σ che rendono convergente l’integrale. Si calcoli: ∫_∞ 0 f(t)e^{−σt}dt Se tale integrale esiste per σ > σ_0, dove σ_0 é una costante, allora esisterá la trasformata di Laplace della f(t) per σ > σ_0.

La classe delle funzioni che possono essere trasformate in tal modo é nota come classe delle funzioni di ordine esponenziale. Esempi di funzioni appartenenti a tale classe sono:

• f(t) = t^n, per la quale é: lim_{t→∞} t^ne^{−σt} = 0 per n generico, se σ > 0

• f(t) = e^{5t}, per la quale é: lim_{t→∞} e^{5t}e^{−σt} = 0 per σ > 5

Una funzione che non é di ordine esponenziale é: f(t) = exp(t^2). Tutte le funzioni che normalmente incontreremo nella applicazioni elettroniche saranno di ordine esponenziale. Per ulteriori dettagli vedasi la referenza [1].

Avremo spesso bisogno delle L-trasformate di alcune funzioni elementari, che riassumiamo qui di seguito:

f(t) L(s) u(t) (funzione gradino) 1/s t (rampa) 1/s^2 e^{at 1}_{s−a} sin(ωt)^ω_{s2+ω2} cos(ωt)^s_{s2+ω2} e^{at}sin(ωt)^ω_{(s−a)2+ω2} e^{at}cos(ωt)^{s−a}_{(s−a)2+ω2} u(t − a)(gradino unitario ritardato)^1_s e^{−as} δ(t) (funzione δ di Dirac) 1

Ricordando che una funzione di variabile complessa s che sia espressa come rapporto tra due polinomi a coefficienti reali nella variabile s é completamente individuata, a meno di una costante moltiplicativa, dai suoi poli e zeri nel piano complesso s, potremo rappresentare le F(s) appena scritte, come mostrato nelle figure (3.6, 3.7), dove un cerchietto indica uno zero ed una X un polo.

Dall’esame delle figure (3.6) e (3.7) possiamo fare le seguenti considerazioni generali:

• i poli sono o reali o complessi coniugati

Figura 3.6:

• ad un polo reale singolo é associata una funzione f(t) di tipo esponenziale • a due poli complessi coniugati sono associate funzioni di tipo sinusoidale • se i poli si trovano nel semipiano destro, la f(t) diverge • quanto piú un polo reale negativo é lontano dall’origine, tanto piú velocemente l’esponenziale tende a zero • quanto maggiore é la distanza dall’origine di una coppia di poli complessi coniugati, tanto piú elevata é la frequenza d’oscillazione della corrispondente f(t) Se l’equazione trasformata é del tipo: Y (s) = G(s)X(s) dove X(s) é la trasformata dell’eccitazione, Y(s) quella della risposta e G(s) é la funzione di Green del sistema, la risposta y(t) puó essere ottenuta antitrasformando la Y(s). Per far ció si cerca di esprimere la Y(s) come somma di frazioni parziali, di ciascuna delle quali si conosca l’antitrasformata. Data la linearitá della tasformata, la risposta sará la somma delle singole antitrasformate.

Figura 3.7:

In tale tipo di calcoli sono utili i cosiddetti teoremi del valore iniziale e del valore finale:

lim_{t→0+} y(t) = lim_{s→∞} sY (s) (3.9)

lim_{t→∞} y(t) = lim_{s→0} sY (s) (3.10)

Le trasformate di Laplace vengono normalmente definite per funzioni che sono nulle per t < 0. Ció copre la piú gran parte delle funzioni d’interesse in elettronica.

É possibile estendere il metodo delle trasformate di Laplace al caso di funzioni non nulle per t < 0, ma esiste allora un’ambiguitá nella trasformata inversa.

Da un punto di vista pratico esiste poca differenza tra i metodi di Fourier e di Laplace. Tutavia, poiché la trasformata di Laplace esiste per una piú ampia classe di funzioni, é normalmente piú conveniente usare quest’ultimo metodo. Ad esempio, le funzioni che crescono indefinitamente nel tempo non posseggono una trasformata di Fourier e quindi esse (che compaiono quando si debba analizzare il comportamento di sistemi instabili) debbono essere trattate con il metodo delle trasformate di Laplace.

Nelle applicazioni elettroniche si incontrano spesso trasformate di Laplace della forma: N(s) D(s) = N(s) (s − ν_1)(s − ν_2)(s − ν_3) · · · (s − ν_n)

(3.11) dove ν_1, ν_2, · · · , ν_n sono i le radici della funzione D(s), cioé i poli della funzione N(s)/D(s). Esaminiamo ora alcuni esempi, per poi analizzare metodi generali per il calcolo dell’antitrasformata.

3.4 Esempi di calcolo di antitrasformate di Lapla- ce Equazione differenziale lineare del secondo ordine

Si debba risolvere la seguente equazione lineare del secondo ordine:

d^2x(t) dt^2 + 3 dx(t) dt + 2x(t) = 4e^{−3t}u(t)

con le condizioni inziali:

x(0) = 2 dx(t) dt | | | | |_{t=0} = −1

Si prenda la trasformata di Laplace di entrambi i membri dell’equazione: s^2X(s) − sx(0) − dx(t) dt | | | | |_{t=0} + 3 [sX(s) − x(0)] + 2X(s) = 4 s + 3

Sostituendo i valori iniziali, questa fornisce:

(s^2 + 3s + 2)X(s) = 4 s + 3

+ 2s + 5

da cui: X(s) = 2s^2 + 11s + 19 (s + 1)(s + 2)(s + 3)

Questa puó esser riscritta come: X(s) = 5 s + 1 − 5 s + 2 + 2 s + 3

L’antitrasformata di questa si scrive in modo diretto come somma delle antitrasformate delle singole frazioni:

x(t) = (5e^{−t} − 5e^{−2t} + 2e^{−3t})u(t)

Questa é quindi la soluzione dell’equazione differenziale, con le condizioni al contorno imposte.

Esempi relativi a circuiti elettrici

In modo analogo a quanto visto nel caso delle trasformate di Fourier possiamo, anche nel caso delle trasformate di Laplace, evitare di scrivere l’equazione differenziale associata ad un dato circuito, scrivendo direttamente l’equazione algebrica che si ottiene sostituendo a ciascun componente (induttanza, capacitá, resistenza) nonché a ciascun generatore di tensione o di corrente, i rispettivi L-trasformati. Ció segue ovviamente dalla linearitá delle equazioni.

Per una resistenza R sappiamo che é: v(t) = Ri(t) per cui, in termini delle L-trasformate: V (s) = RI(s) la L-trasformata dell’impedenza associata alla resistenza R é quindi:

Z_R = R Nel caso di un’induttanza abbiamo invece: v(t) = L di(t) dt la cui L-trasformata é: V (s) = L [sI(s) − i(0)] = LsI(s) − Li(0) dove i(0) é la corrente nell’induttanza per t = 0.

Da questa otteniamo poi: I(s) = 1 Ls V (s) + i(0) s Se poi le condizioni iniziali sono tali che i(0) = 0 otteniamo: V (s) = LsI(s) per cui l’impedenza trasformata é: Z_L(s) = Ls Un risultato analogo a quello del metodo simbolico, con la sola sostituzione di s a jω. Nel caso di un condensatore troviamo in modo analogo: i(t) = C dv(t) dt da cui: I(s) = C [sV (s) − v(0)] = CsV (s) − Cv(0) e poi:

V (s) = 1 Cs I(s) + v(0) s Se la tensione ai capi del condensatore é inizialmente nulla: v(0) = 0, avremo:

Z_C (s) = V (s) I(s) = 1 sC Ancora una volta un risultato analogo a quello del caso simbolico, con la sola sostituzione della variabile complessa s a quella immaginaria jω.

Risposta di un circuito RC passa-basso ad un gradino unitario

Consideriamo lo schema del circuito passa-basso mostrato in figura (3.8).

Figura 3.8:

Applicando il metodo delineato nella sezione precedente, troviamo la seguente relazione tra le trasformate dell’input e dell’output: V_{out}(s) = V_{in}(s) 1 1 + sRC = V_{in}(s) 1/τ s + 1/τ dove τ = RC. Poiché la trasformata dell’input (gradino unitario) é uguale ad 1/s, avremo quindi: V_{out}(s) = 1 sτ 1 s + 1/τ Scriviamo il secondo membro di questa espressione nella forma: a s + b s + 1/τ con a e b costanti da determinare. Uguagliando le due espressioni di V_{out}(s), troviamo a = 1 e b = −1. La trasformata della risposta sará quindi: V_{out}(s) = 1 s − 1 s + 1/τ la cui antitrasformata é: v_{out} = 1 − e^{−t/τ} che é il risultato noto per tale circuito, da analisi elementari.

Risposta di un circuito RC passa-basso ad una rampa

Ammettiamo ora che al medesimo circuito RC sia applicata in ingresso una rampa di pendenza unitaria: f(t) = t. La funzione di trasferimento, é la stessa del caso precedente. La differenza é nel fatto che ora la trasformata dell’input é 1/s^2. Avremo quindi: V_{out}(s) = 1 τs^2 1 s + 1/τ = 1 τs ( 1 s 1 s + 1/τ ) = 1 s [ 1 s − 1 s + 1/τ ]

ed in definitiva: V_{out}(s) = 1 s^2 − τ s + τ s + 1/τ L’antitrasformata di questa é: v_{out} = t − τ ( 1 − e^{−t/τ} )

Risposta ad un gradino unitario di un circuito RL

Analogamente al caso del circuito RC, anche in quello del circuito RL di figura (3.9), cui sia applicato in ingresso un gradino unitario di tensione, possiamo scrivere in modo ovvio la relazione tra le L-trasformate dell’input e dell’output: V_{out}(s) = V_{in}(s) sL R + sL = V_{in}(s) s s + R/L = V_{in}(s) s s + 1/τ con τ = R/L. Da questa segue: V_{out}(s) = 1 s s s + 1/τ = 1 s + 1/τ e quindi: v_{out}(t) = e^{−t/τ}

Figura 3.9:

Risposta ad una rampa del circuito RL

Questa volta la trasformata dell’eccitazione é 1/s^2, per cui avremo: V_{out}(s) = 1 s^2 s s + 1/τ = 1 s 1 s + 1/τ che puó esser messa nella forma: V_{out}(s) = τ ( 1 s − 1 s + 1/τ )

la cui antitrasformata é: v_{out}(t) = τ ( 1 − e^{−t/τ} )

Notiamo che negli ultimi esempi abbiamo implicitamente ammesso che le condizioni iniziali fossero: i(0) = 0 nel caso del gradino applicato al circuito RL e v_{out}(0) = 0 nel caso della rampa.

Figura 3.10:

3.5 Risposta di un circuito ad un’eccitazione di forma generica

Ngli esempi esaminati abbiamo sempre considerato eccitazioni di forma particolarmente semplice: gradini unitari o rampe. Ci proponiamo ora di esaminare il caso in cui il segnale applicato abbia una forma generica, descritta da una funzione S(t) quale ad esempio quella mostrata in figura (3.10).

Possiamo calcolare la risposta del circuito facendo uso del principio di sovrapposizione. Consideriamo cioé il segnale S(t) in un piccolo intervallo di tempo (t_1, t_1 + Δt_1). Se Δt_1 é molto piccolo, potemo schematizzare tale segnale con una funzione δ: Aδ(t_1), dove A é la grandezza S(t_1)Δt_1 (per Δt_1 → 0). La risposta R_1(t) del circuito a tale segnale sará quindi approssimabile, per Δt → 0 con la risposta a tale funzione δ:

R_1(t) = Aδ(t_1)y(t − t_1)

dove y(t − t_1) rappresenta la risposta del circuito al tempo t ad una δ applicata al tempo t_1.

Sostituendo in quest’espressione alla grandezza Aδ(t_1) il termine S(t_1)Δt_1, otteniamo:

R_1(t) = S(t_1)y(t − t_1)Δt_1

che, per Δt_1 → 0 si scrive:

R_1(t) = S(t_1)y(t − t_1)dt_1

Per il principio di sovrapposizione e la linearitá del sistema, la risposta del circuito al tempo t sará la somma (cioé l’integrale) della risposta a tutti gli impulsi elementari che hanno avuto luogo negli istanti t_i, con t_i < t. In altri termini: R(t) = ∞∑ i=0 R_i(t) → ∫_t 0 S(t_1)y(t − t_1)dt_1 Ponendo in questa τ = t − t_1, otteniamo: R(t) = ∫_t 0 S(t − τ)y(τ)dτ (3.12) Questo é noto come l’integrale di convoluzione delle funzioni S(t) e y(t).

Si puó facilmente dimostrare che: L [R(t)] = L [S(t)] · L [y(t)] ovvero: ∫_∞ 0 R(t)e^{−st}dt = ∫_∞ 0 S(t)e^{−st}dt · ∫_∞ 0 y(t^′)e^{−st′} dt^′ Per dimostrare tale relazione, calcoliamo la trasformata di Laplace del membro di destra della (3.12): ∫_∞ 0 e^{−st}dt ∫_t 0 S(t − τ)y(τ)dτ e trasformiamo l’integrale interno estendendolo fino a +∞. Possiamo far ció moltiplicandolo per la funzione u(t − τ), che é nulla per t < τ. L’espressione precedente diventa: ∫_∞ 0 e^{−st}dt ∫_∞ 0 S(t − τ)y(τ)u(t − τ)dτ = ∫_∞ 0 y(τ)dτ ∫_∞ 0 S(t − τ)u(t − τ)e^{−st}dt L’integrale interno é nullo per t < τ. Integriamo quindi tra τ ed ∞: ∫_∞ 0 y(τ)dτ ∫_∞ τ S(t − τ)e^{−st}dt Poniamo ora t^′ = t − τ. L’espressione precedente diviene: ∫_∞ 0 y(τ)dτ ∫_∞ 0 S(t^′)e^{−s(t′+τ )}dt^′ = ∫_∞ 0 y(τ)e^{−sτ} dτ ∫_∞ 0 S(t^′)e^{−st′} dt^′ che é appunto il prodotto delle trasformate: Y (s) · S(s) 3.6 Calcolo dell’antitrasformata di Laplace per una funzione esprimibile come rapporto di polino- mi Negli esempi esaminati abbiamo incontrato funzioni esprimibili come rapporti tra polinomi nella variabile complessa s, di cui abbiamo, con metodi relativamente semplici, calcolato l’antitrasformata.

Abbiamo raggiunto lo scopo esprimendo la funzione come somma di frazioni elementari, aventi ciascuna un’antitrasformata nota, e sommando poi le antitrasformate dei singoli termini. Tale decomposizione é nota come sviluppo in frazioni parziali.

Ammetteremo sempre che, nella funzione data, il grado del polinomio a numeratore sia minore di quello a denominatore ed analizzeremo il metodo di decomposizione distinguendo tre casi diversi.

a) Poli reali semplici Supponiamo cioé che la funzione da antitrasformare, F(s) possa essere scritta come:

F (s) = N(s) (s + α)D_1(s)

dove il numero reale α non é una radice di D_1(s). Possiamo allora scrivere F(s) nella forma:

F (s) = k s + α + F_1(s)

Per determinare la costante k, moltiplichiamo entrambi e membri di quest’equazione per s + α:

(s + α)F (s) = k + (s + α)F_1(s)

cioé: N(s) D_1(s)

= k + (s + α)F_1(s)

Ponendo ora s = −α, otteniamo:

k = (s + α) F (s)|_{s=−α} = N(s) D_1(s) | | | | |_{s=−α} = N(−α) D_1(−α)

Trovato in tal modo k, il problema dello sviluppo in frazioni parziali di F(s) é ricondotto a quello dello sviluppo di F_1(s). Se questa ha un polo semplice β, il processo puó esser ripetuto relativamente ad F_1. Notiamo che:

F_1(s) = F (s) − k s + α Consideriamo ad esempio la funzione: X(s) = 2s^2 + 11s + 9 (s + 1)(s + 2)(s + 3)

Poiché questa funzione ha solo poli semplici ed inoltre il grado del polinomio a numeratore é inferiore di quello del polinomio a denominatore, lo sviluppo in frazioni parziali é: X(s) = k_1 s + 1 + k_2 s + 2 + k_3 s + 3 dove:

k_1 = (s + 1) X(s)|_{s=−1} =

2s^2 + 11s + 9 (s + 2)(s + 3) | | | |_{s=−1} = 5

k_2 = (s + 2) X(s)|_{s=−2} =

2s^2 + 11s + 9 (s + 1)(s + 3) | | | |_{s=−2} = −5

k_3 = (s + 3) X(s)|_{s=−3} =

2s^2 + 11s + 9 (s + 1)(s + 2) | | | |_{s=−3} = 2

Ne segue che: X(s) = 5 s + 1 − 5 s + 2 + 2 s + 3 e quindi: x(t) = ( 5e^{−t} − 5e^{−2t} + 2e^{−3t} ) u(t) b) Poli semplici complessi Poiché le radici complesse di un polinomio a coefficienti reali compaiono sempre insieme alle complesse coniugate, scriveremo F(s) nella forma:

F (s) = N(s) (s + α + jβ)(s + α − jβ)D_1(s) dove α ± jβ non sono radici di D_1(s).

F(s) puó ora esser messa nella forma:

F (s) = k (s + α + jβ) + k^∗ (s + α − jβ) + F_1(s)

Ora determineremo k (e quindi k^∗) seguendo la stessa procedura adottata nel caso di radici reali semplici. k = (s + α + jβ)F (s)|_{s=−α−jβ} = N(s) (s + α − jβ)D_1(s) | | | | s=−α−jβ =

= N(−α − jβ (−2jβ)D_1(−α − jβ) Una volta che k e k^∗ siano stati cosí determinati, i due termini complessi ottenuti possono essere combinati ponendo k = a + jb: k (s + α + jβ) + k^∗ (s + α − jβ) = (a + jb)(s + α − jβ) + (a − jb)(sα + jβ) (s + α + jβ)(s + α − jβ) cioé: · · · 2a(s + α) (s + α)^2 + β^2 + 2bβ (s + α)^2 + β^2

Consideriamo il seguente esempio:

Y (s) =

10s^2 + 15s − 5 s(s^2 + 2s + 5) = 10s^2 + 15s − 5 s(s + 1 + 2j)(s + 1 − 2j) la cui decomposizione in frazioni parziali é:

Y (s) = k_0 s + k s + 1 + 2j + k^∗ s + 1 − 2j dove:

k_0 = sY (s)|_{s=0} =

10s^2 + 15s − 5 s^2 + 2s + 5 | | | | |_{s=0} = −1

k = (s + 1 + 2j)Y (s)|_{s=−1−2j} =

10s^2 + 15s − 5 s(s + 1 − 2j) | | | |_{s=−1−2j} = 11 2 + j 3 2 Ne segue che: Y (s) = − 1 s + 11/2 + j3/2 s + 1 + 2j + 11/2 − j3/2 s + 1 − 2j = − 1 s + 11(s + 1) (s + 1)^2 + 2^2 + 3 · 2 (s + 1)^2 + 2^2

L’antitrasformata é allora: y(t) = ( −1 + 11e^{−t}cos(2t) + 3e^{−t}sin(2t) ) u(t)

c) Poli multipli Supponiamo che F(s) abbia la forma:

F (s) = N(s) (s − s_0)^nD_1(s)

dove −s_0 non é una radice di D_1(s) e, nel caso generale, complesso. In tal caso scriveremo F(s) come:

F (s) = k_1 s + s_0 + k_2 (s + s_0)^2 + · · · + k_{n−1} (s + s_0)^{n−1} + k_n (s + s_0)^n

+ F_1(s)

Moltiplicando entrambi i membri di questa equazione per (s + s_0)^n troviamo:

(s + s_0)^nF (s) = k_1(s + s_0)^{n−1} + k_2(s + s_0)^{n−2} + · · · + k_{n−1}(s + s_0)+

+k_n + (s + s_0)^nF_1(s)

Ponendo in questa s = −s_0, otteniamo:

k_n = (s + s_0)^n F (s)|_{s=−s0}

Per trovare ora k_{n−1}, dopo aver moltiplicato per (s + s_0)^n, prendiamo la derivata rispetto ad s di entrambi i membri dell’equazione: d ds [(s + s_0)^nF (s)] =

= (n − 1)k_1(s + s_0)^{n−2} + (n − 2)k_2(s + s_0)^{n−3} + · · ·

+2k_{n−2}(s + s_0) + k_{n−1} + 0 + (s + s_0)^n dF_1(s) ds + n(s + s_0)^{n−1}F_1(s)

Ponendo ora s = −s_0, otteniamo:

k_{n−1} = d ds [(s + s_0)^nF (s)]_{s=−s0}

Prendendo invece la derivata seconda, troviamo:

2k_{n−2} = d^2 ds^2 [(s + s_0)^nF (s)]_{s=−s0}

In generale, per r = 0, 1, 2, · · · , n − 1: k_{n−r} = 1 r! d^r ds^r [(s + s_0)^nF (s)]_{s=−s0}

Consideriamo il seguente esempio:

F (s) = s − 2 s(s + 1)^3

Questa puó essere espressa come:

F (s) = k_0 s + k_1 s + 1 + k_2 (s + 1)^2 + k_3 (s + 1)^3

Applicando il metodo indicato sopra troviamo:

k_0 = sF (s)|_{s=0} = s − 2 (s + 1)^3 | | | |_{s=0} = −2

k_3 = (s + 1)^3F (s) | | s=−1 = s − 2 s | | |_{s=−1} = 3

k_2 = d ds [ (s + 1)^3F (s) ] s=−1 = d ds [ s − 2 s ] s=−1 = 2 s^2 | | | |_{s=−1} = 2

k_1 = 1 2 d^2 ds^2 [ (s + 1)^3F (s) ] s=−1 = 1 2 d ds ( 2 s^2 )| | |_{s=−1} = 2

Si ha quindi: F (s) = − 2 s + 2 s + 1 + 3 (s + 1)^2 − 2 (s + 1)^3

la cui antitrasformata é: f(t) = ( −2 + 2e^{−t} + 2te^{−t} + 3 2 t^2e^{−t} ) u(t) I risultati ottenuti ci consentono di scrivere in modo immediato la risposta di un circuito quando se ne conosca la trasformata di Laplace, almeno nel caso che si presenta piú di frequente, in cui i poli sono singoli o doppi (reali o complessi).

Se la trasformata é scritta nella forma: N(s) D(s) = N(s) (s − ν_1)(s − ν_2) · · · (s − ν_n)

(3.13) ed i poli sono tutti singoli, la f(t) é data da: f(t) = n∑ i=1 ( N(s)(s − ν_i)e^{st} D(s) ) s=ν_i (3.14)

Se alcuni dei poli sono doppi, l’ultima espressione scritta continua a valere per il contributo dei poli singoli, mentre un polo doppio dará un contributo aggiuntivo: ( N(s)(s − ν_k)^2 D(s) ) s=ν_k te^{νkt} + [ d ds ( N(s)(s − ν_k)^2 D(s) )] s=ν_k e^{νkt} (3.15)

Ulteriori dettagli possono esser trovati nelle referenze [2] , [3] e [4]. Nelle prossime sezioni analizzeremo alcuni circuiti facendo uso della tecnica delle trasformate.

3.7 Circuito LCR eccitato da un gradino unitario di tensione

Il circuito di figura (3.11) sará ora analizzato con la tecnica delle trasformate di Laplace, ammettendo che la sorgente di tensione fornisca un gradino unitario e che le condizioni iniziali siano:

i_L(0) = 0

v_C (0) = 0

Possiamo ora sostituire a ciascun componente la sua L-trasformata, con che l’equazione della maglia si scrive:

V (s) = ( sL + R/sC R + 1/sC ) I(s) = ( sL + R 1 + sRC ) I(s) =

= L(τs^2 + s + R/L) 1 + τs I(s) dove I(s) é la trasformata della corrente i_L(t) nell’induttanza, V(s) la trasformata dell’eccitazione e dove si é posto τ = RC.

Da questa otteniamo: I(s) = 1 + τs sL(α + s + τs^2)

dove abbiamo sostituito a V(s) la sua espressione (1/s) e posto α = R/L. La trasformata della differenza di potenziale ai capi dell’induttanza é allora: V_{AB}(s) = sLI(s) = 1 + τs α + s + τs^2 Ora potremo avere soluzioni molto diverse a seconda che le radici del polinomio a denominatore siano:

1. reali e coincidenti

2. reali e distinte

3. complesse coniugate Le radici in questione sono date da:

s_i = −1 ± √ 1 − 4τα 2τ Il discriminante é:

Δ = 1 − 4ατ = 1 − 4R^2C/L Le radici saranno reali e coincidenti se Δ = 0 cioé se: R = 1 2 √ L C saranno reali e distinte se il discriminante é positivo: R < 1 2 √ L C Saranno infine complesse coniugate se: R > 1 2 √ L C Consideriamo il caso di radici distinte (reali o complesse).

Figura 3.11:

In tal caso la trasformata della risposta puó essere scritta come: V_{AB}(s) = 1 + τs (s − s_1)(s − s_2) Usiamo ora le equazioni (3.14) e (3.15) per trovare l’antitrasformata. Troviamo: v_{AB} = 1 + τs_1 s_1 − s_2 e^{s1t} +

1 + τs_2 s_2 − s_1 e^{s2t} Se s_1 ed s_2 sono complessi, con s_1 = s^∗_2 = λ, allora: v_{AB} = (1 + λτ)e^{λt} − (1 + λ^∗τ)e^{λ∗t} λ − λ^∗ Poniamo ora: Reλ = a , Imλ = b

Avremo allora, dopo qualche passaggio: v_{AB} = e^{at} b [(1 + aτ)sin(bt) + bτcos(bt)] Notiamo che a = −1/(2RC). Vediamo allora che l’oscillazione si smorza con una costante di tempo pari a 2RC. La tensione nel punto B sará: v_B = v_{in} − v_{AB} = 1 − v_{AB} . La figura (3.12) mostra la risposta del circuito nel caso in cui si sia scelto: C = 1nF , L = 10μH e per valori di R compresi tra 200 Ω e 500 Ω, che forniscono valori complessi per s_1 ed s_2.

Figura 3.12:

Se i poli sono reali e distinti avremo, indicandoli con s_1 ed s_2: v_{AB} = (e^{s1t} − e^{s2t}) + τ (s_1e^{s1t} − s_2e^{s2t}) s_1 − s_2 Notiamo che é:

s_1 − s_2 = δ τ = √ Δ τ = √ 1 − 4R^2C/L RC = √ 1 τ^2 − 1 LC dove si é posto: δ = √ Δ. Abbiamo ovviamente:

s_1 = −1 + δ 2τ s_2 = −1 − δ 2τ s_1 − s_2 = δ τ Si ottiene infine dopo alcuni passaggi: v_{AB} = τ 2δ e^{−t/2τ} [( e^{δt2τ} − e^{− δt2τ} ) + δ ( e^{δt2τ} + e^{− δt2τ} )]

La figura (3.13) mostra l’andamento della tensione in B nel caso in cui C ed L abbiano i medesimi valori del caso precedente e per valori di R compresi tra (10 Ω) e (50 Ω). Come si vede, la tensione nel punto B sale tanto piú lentamente quanto minore é il valore di R.

Figura 3.13:

Consideriamo ancora un circuito LRC, ora con i tre componenti messi in serie tra di loro ed in serie al generatore (vedasi la figura (3.14). Quest’ultimo fornisce anche in questo caso un gradino unitario di tensione.

Figura 3.14:

Ammettiamo che i valori dei componenti siano:

R = 12Ω , L = 2H , C = 0.02F e le condizioni inziali:

i_L(0) = 0 , v_C (0) = 0

Le trasformate dei componenti e dell’eccitazione sono allora:

Z_R = 12 , Z_L = 2s , Z_C = 50/s , U(s) = 1/s

La trasformata della tensione d’uscita V_o sará allora:

V_o(s) = Z_C Z_C + Z_R + Z_L U(s) = 50/s 50/s + 2s + 12 ( 1 s ) =

= 25 (25 + 6s + s^2) s = k_0 s + F (s)

dove:

k_0 = s V_o(s)|_{s=0} = 1

Ne segue:

F (s) = V_o(s) − k_0 s = 25 s (s^2 + 6s + 25) − 1 s = − 6 + s s^2 + 6s + 25

Otteniamo infine per V_o(s):

V_o(s) = 1 s − 6 + s (s + 3)^2 + 4^2 = 1 s − 3 + s (s + 3)^2 + 4^2 − 4 · 3/4 (s + 3)^2 + 4^2 Si ottiene allora per l’antitrasformata:

v_o(t) = 1 − e^{−3t} ( cos(4t) + 3 4 sin(4t) ) u(t) 3.8 Risposta di un circuito CR ad un segnale sinusoidale

La tecnica delle trasformate di Laplace si rivela di grande utilitá anche nei casi in cui il segnale applicato sia sinusoidale. Esaminiamo il caso particolare di un circuito CR come quello di figura (3.15), in cui il segnale applicato é: v_{in} = v_osin(ωt) La funzione di trasferimento di questo circuito é: G(s) = 1 1 +^1_{sτ} = s s + a dove: τ = RC e a = 1/τ.

la trasformata di Laplace di v_{in} é: V_{in}(s) = v_oω s^2 + ω^2

Figura 3.15:

la trasformata del segnale in uscita sará: V_{out} = v_oωs (s^2 + ω^2)(s + a)

(3.16)

che puó esser riscritta come: V_{out} = v_oωs (s + jω)(s − jω)(s + a) (3.17)

Questa puó esser scritta come la somma di termini di cui si conosce l’antitrasformata, con i metodi descritti in precedenza. Si ottiene: V_{out} = A s + jω + B s − jω + C s + a dove: A = v_oω 2(ω^2 + a^2) (a + jω) B = v_oω 2(ω^2 + a^2) (a − jω) C = − av_oω ω^2 + a^2 Ne segue per l’antitrasformata: v_{out}(t) = Ae^{−jωt} + Be^{jωt} + Ce^{−at} Questa, facendo uso delle espressioni trovate per i coefficienti A, B, C, puó esser riscritta come: v_{out}(t) = v_oω ω^2 + a^2 [ 1 2 (a + jω) e^{−jωt} + 1 2 (a − jω) e^{jωt} − ae^{−at} ]

Sviluppando i termini exp(±jωt) e semplificando, questa diventa: v_{out}(t) = v_oω ω^2 + a^2 [ a cos(ωt) + ω sin(ωt) − ae^{−at} ] =

= v_oω ω^2 + a^2 [√ a^2 + ω^2 ( a √ a^2 + ω^2 cos(ωt) + ω √ a^2 + ω^2 sin(ωt) ) − ae^{−at} ]

Ponendo infine: cosδ = ω √ a^2 + ω^2 sinδ = a √ a^2 + ω^2

e quindi: tanδ = a ω La risposta puó esser messa nella forma: v_{out}(t) = v_oω ω^2 + a^2 [√ a^2 + ω^2sin(ωt + δ) − ae^{−at} ] (3.18)

Notiamo che é v_{out}(0) = 0.

Discutiamo ora questo risultato, confrontandolo con quello che avremmo ottenuto adoperando il normale metodo simbolico.

In tal caso avremmo avuto: v^′_{out} = v_osin(ωt) 1 1 + 1/jωτ = v_osin(ωt) 1 1 + a/jω =

= v_osin(ωt) jω a + jω = v_osin(ωt) jω(a − jω) a^2 + ω^2 =

= ωv_o a^2 + ω^2 sin(ωt) · (ω + ja) =

= ωv_o a^2 + ω^2 sin(ωt) √ ω^2 + a^2 [ ω √ ω^2 + a^2 + j a √ ω^2 + a^2 ]

Si ottiene infine: v^′_{out} = ωv_o ω^2 + a^2 √ ω^2 + a^2sin(ωt) (cosδ + jsinδ) Questa differisce dalla 3.18 per il termine −a exp(−at) che ora é assente. Tale differenza puó esser compresa se si pensa che, adoperando il metodo delle trasformate di Laplace noi teniamo correttamente conto del fatto che il segnale applicato é nullo per t < 0. Il termine −a exp(−at) rappresenta un transiente che decade con costante di tempo τ = 1/a. Il metodo simbolico invece ammette che il segnale applicato sia stazionario, cioé sia stato applicato a tempi t ≪ 0.

3.9 Riflessione di un impulso rettangolare all’estremitá di una linea di ritardo chiusa su di un condensatore

Sappiamo che se una linea di ritardo avente impedenza caratteristica Z_0 é chiusa su di un’impedenza Z, il coefficiente di riflessione (cioé il rapporto tra l’ampiezza del segnale riflesso e quella del segnale incidente) é dato da: ρ = Z − Z_0 Z + Z_0

(3.19)

Figura 3.16:

Ci proponiamo ora di calcolare, facendo uso della tecnica delle trasformate di Laplace, la riflessione di un impulso rettangolare di durata T ed ampiezza unitaria, all’estremitá di una linea chiusa su di un condensatore, come mostrato in figura (3.16).

Un gradino unitario di tensione é descritto dalla funzione u(t), nulla per t < 0 ed uguale ad 1 per t ≥ 0. La trasformata di Laplace del gradino é, come sappiamo, 1/s. Un gradino ritardato di un tempo T é descritto dalla funzione u(t − T ), la cui trasformata é: 1 s e^{−sT} Un impulso rettangolare di ampiezza unitaria e durata T puó esser ottenuto (vedi figura (3.17) sottraendo u(t − T ) da u(t): r(t) = u(t) − u(t − T )

Figura 3.17:

La trasformata di Laplace di questo é:

r̃(s) = 1 s (1 − e^{−sT} ) dove abbiamo fatto uso del simbolo ∼ (tilde) ad indicare la trasformata. L’impulso riflesso all’estremitá della linea sará dato da: v_r(t) = ρr(t) Il segnale presente ai capi del condensatore C é la somma dell’impulso incidente e di quello riflesso:

v_c(t) = v_r(t) + r(t) = (1 + ρ)r(t) = 2Z_C Z_C + Z_0 r(t) dove Z_C é l’impedenza capacitiva, la cui trasformata é: Z̃_C = 1/sC.

Trasformando i due membri di questa equazione otteniamo:

ṽ_c(s) = 2 1/sC Z_0 + 1/sC · 1 s ( 1 − e^{−sT} ) = 2 [ 1 s(1 + sτ) − 1 s(1 + sτ) e^{−sT} ]

dove si é posto τ = CZ_0.

Il termine 1/[s(1 + sτ)] puó esser riscritto come: 1 s(1 + τs) = 1 s − 1 s + 1/τ Da cui:

ṽ_c(s) = 2 [ 1 s ( 1 − e^{−sT} ) − 1 s + 1/τ ( 1 − e^{−sT} ) ]

la cui antitrasformata é:

v_c(t) = 2 [ u(t) ( 1 − e^{−t/τ} ) − u(t − T ) ( 1 − e^{−(t−T )/τ} )] (3.20)

La figura (3.18) mostra l’andamento di questa funzione nel caso in cui sia: C = 3nF, Z_0 = 600Ω, T = 8μs.

Figura 3.18:

Se misuriamo l’andamento temporale della tensione all’ingresso della linea, ed ammettiamo che i successivi impulsi siano temporalmente ben separati (cioé la loro frequenza sia molto bassa) ed inoltre che il ritardo t_D della linea sia grande rispetto alla lunghezza T dell’impulso, potremo vedere l’effetto della sola onda riflessa. Questa é data dalla differenza tra la soluzione giá trovata (3.20) ed r(t), cioé:

v_i(t) = u(t) ( 1 − 2e^{−t/τ} ) − u(t^′) ( 1 − 2e^{−t′/τ} ) dove: t^′ = t − T . Questo segnale di tensione appare in realtá al tempo t_D (se lo zero dei tempi é quello in cui ha luogo la riflessione, come nell’esempio precedente, o al tempo 2t_D se lo zero dei tempi é l’istante in cui il segnale é partito dal generatore d’impulsi). L’andamento temporale di v_i(t) ottenuto facendo uso di un programma di simulazione (Microcap 6 [5]) é mostrato in figura (3.19). I dati adoperati sono:

• lunghezza T dell’impulso: 50 ns

• frequenza degli impulsi: 1 MHz

• Impedenza caratteristica della linea: Z_0 = 100Ω

• Ritardo della linea: t_D = 750ns

• Capacitá: C = 350pF

Il grafico in alto mostra il segnale ai capi di C. Questo, come si vede, é ritardato di 750 ns rispetto all’istante in cui il segnale é partito dal generatore. Il successivo segnale compare ai capi di C dopo ulteriori 1000 ns, ed é associato al secondo impulso in ingresso.

Il grafico inferiore mostra l’andamento dei segnali all’ingresso della linea. Vediamo due successivi impulsi inviati dal generatore, mentre il primo impulso riflesso compare con un ritardo 2t_D = 1.5 μs dall’inizio del primo impulso.

Figura 3.19:

Indice

1 Sistemi Logici 1 1.1 Sistemi di numerazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Il codice Grey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.3 Porte logiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.4 Algebra di Boole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.4.1 Identitá Booleane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5 Leggi di De Morgan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.6 Forme standard di funzioni logiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.7 Operazioni aritmetiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.8 Sottrazione binaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.9 Rappresentazione dei numeri negativi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.10 Comparatori digitali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 1.11 Paritá di un numero binario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.12 Codificatori/Decodificatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 1.13 Multiplexer/Demultiplexer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 1.14 Registri e memorie: i Flip-Flop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.15 Shift-Registers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 1.16 Applicazioni degli Shift-Registers e dei Flip-Flop . . . . . . . . . . . . 46 1.16.1 Applicazioni degli shift-registers . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 1.16.2 Applicazioni dei FF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 1.17 Alcune applicazioni pratiche di registri e contatori in esperimenti di fisica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 1.18 Decodificatori e Display . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 1.19 Moltiplicazione e divisione in binario . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 1.20 La divisione in binario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2 Linee di trasmissione 67 2.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.2 Cavi coassiali: principi generali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.3 Riflessioni alle estremitá di una linea di trasmissione . . . . . . . . . . 71 2.4 Riflessioni multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2.5 Effetti resistivi nelle linee di trasmissione . . . . . . . . . . . . . . . . 75 2.6 Adattamento d’impedenza per una linea di trasmissione . . . . . . . . 77 2.7 Linee di trasmissione commerciali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3 Uso delle trasformate di Fourier e di Laplace nella soluzione di problemi relativi a sistemi elettronici 79 3.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 3.2 La trasformata di Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.3 Trasformata di Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 3.4 Esempi di calcolo di antitrasformate di Laplace . . . . . . . . . . . . 88 3.5 Risposta di un circuito ad un’eccitazione di forma generica . . . . . . 92 3.6 Calcolo dell’antitrasformata di Laplace per una funzione esprimibile come rapporto di polinomi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 3.7 Circuito LCR eccitato da un gradino unitario di tensione . . . . . . . 98 3.8 Risposta di un circuito CR ad un segnale sinusoidale . . . . . . . . . 102 3.9 Riflessione di un impulso rettangolare all’estremitá di una linea di ritardo chiusa su di un condensatore . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4 Rappresentazione grafica di funzioni di trasferimento in elettronica 111 4.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 4.2 Diagrammi di Bode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 4.3 Quadripoli del secondo ordine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 4.4 Funzioni di trasferimento con due poli complessi coniugati . . . . . . 123 4.5 Diagrammi di Nyquist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

5 Amplificatori operazionali 133 5.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 5.2 Proprietá degli amplificatori operazionali . . . . . . . . . . . . . . . . 133 5.3 Ingresso differenziale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 5.4 Amplificatori Operazionali: alcune applicazioni . . . . . . . . . . . . . 136 5.5 Amplificatori invertenti e non-invertenti realizzati con operazionali . . 136 5.6 Impedenza d’ingresso dell’amplificatore invertente . . . . . . . . . . . 139 5.7 Impedenza d’uscita dell’amplificatore invertente . . . . . . . . . . . . 140 5.8 Amplificatore non-invertente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 5.9 Impedenza d’ingresso dell’amplificatore non-invertente . . . . . . . . . 142 5.10 Impedenza d’uscita dell’amplificatore non-invertente . . . . . . . . . . 143 5.11 Amplificatore della differenza di due segnali . . . . . . . . . . . . . . 143 5.12 Amplificatore della somma di due o piú segnali . . . . . . . . . . . . . 144 5.13 Integratore realizzato tramite un operazionale . . . . . . . . . . . . . 145 5.14 Derivatore realizzato tramite un operazionale . . . . . . . . . . . . . . 149 5.15 Amplificatore di carica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 5.16 Tensione di riferimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 5.17 Convertitori corrente-tensione e tensione-corrente . . . . . . . . . . . 155 5.18 Applicazioni non-lineari degli operazionali . . . . . . . . . . . . . . . 159 5.19 Comparatore con isteresi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 5.20 Multivibratore astabile (generatore di onde rettangolari) . . . . . . . 161 5.21 Multivibratore monostabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 5.22 Generatore di onde triangolari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 5.23 Limitatori e rettificatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 5.24 Rivelatori di picco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 5.25 Limiti degli amplificatori operazionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

6 Il timer 555 183 6.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 6.1.1 Multivibratore astabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 6.2 Multivibratore monostabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

6.3 Trigger di Schmitt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187 6.4 Convertitore tensione-frequenza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

7 Filtri attivi 191 7.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 7.1.1 Caratteristiche di risposta dei filtri . . . . . . . . . . . . . . . 191 7.2 Generalitá sui filtri attivi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 7.3 Funzione biquadratica di trasferimento . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 7.4 Filtri di Butterworth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 7.5 Filtro di Butterworth del secondo ordine . . . . . . . . . . . . . . . . 203 7.6 Alcune considerazioni sulla conversione di impedenze tramite operazionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 7.7 Corrispondenze tra tipi diversi di filtri . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 7.8 Il ”ripple” nei filtri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 7.9 Filtri di Bessel e di Chebyshev. Confonto tra diversi tipi di filtro . . . 209 7.10 Filtri attivi a retroazione multipla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 7.11 Filtri notch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 7.12 Filtri a condensatori commutati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

8 Oscillatori sinusoidali 221 8.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 8.2 Realizzazione di un oscillatore sinusoidale . . . . . . . . . . . . . . . . 222 8.3 L’oscillatore a sfasamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 8.4 Oscillatore a sfasamento a transistor bipolare . . . . . . . . . . . . . . 228 8.5 L’oscillatore sinusoidale in quadratura . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 8.6 Circuiti limitatori negli oscillatori sinusoidali . . . . . . . . . . . . . . 232 8.7 Oscillatore a mezzo ponte di Wien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 8.8 L’oscillatore a ponte di Wien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

9 Il rumore nei circuiti elettronici 239 9.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 9.2 Processi stocastici stazionari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 9.2.1 Descrizione nel dominio del tempo . . . . . . . . . . . . . . . . 240 9.2.2 Analisi nel dominio della frequenza . . . . . . . . . . . . . . . 245 9.2.3 Determinazione sperimentale della densità spettrale . . . . . . 249 9.3 Rumore termico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 9.3.1 Metodo di Nyquist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 9.4 Il rumore di tipo shot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 9.5 Rumore 1/f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 9.6 Circuiti equivalenti per il rumore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 9.7 Rumore in un quadripolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 9.8 Dipendenza del rapporto segnale/rumore in un quadripolo dalla resistenza della sorgente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258 9.9 Cifra di rumore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 9.10 Rumore nel caso di una catena di piú amplificatori in cascata . . . . . 261 9.11 Espressione analitica della cifra di rumore . . . . . . . . . . . . . . . 262 9.12 Temperatura di rumore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264 9.13 Esempio: Transistor bipolare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 9.14 Il rumore nei componenti elettronici . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

9.14.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 9.14.2 Il rumore nel transistor bipolare . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 9.14.3 Il rumore nei FET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273 9.15 Appendice A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275 9.16 Appendice B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277 9.17 Appendice C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

10 Convertitori Digitale-Analogico ed Analogico-Digitale 281 10.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 10.2 Circuiti di Sample-and-Hold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 10.3 Convertitori Digitale-Analogico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286 10.4 Convertitori Digitale-Analogico pilotati in corrente . . . . . . . . . . 292 10.5 Convertitori Analogico-Digitale (ADC) . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 10.5.1 ADC a contatore (Counting ADC) . . . . . . . . . . . . . . . 294 10.5.2 ADC ad approssimazioni successive . . . . . . . . . . . . . . . 295 10.5.3 Convertitore ADC a rampa singola . . . . . . . . . . . . . . . 298 10.5.4 L’ADC a doppia rampa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299 10.5.5 Flash ADC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301 10.6 Caratteristiche dei DAC ed ADC commerciali . . . . . . . . . . . . . 302

11 Il feedback negli amplificatori 305 11.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 11.2 Classificazione degli amplificatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 11.3 Il concetto di feedback . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 11.4 Tipi di feedback . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 11.5 Feedback: considerazioni generali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311 11.5.1 Proprietá della retroazione negativa . . . . . . . . . . . . . . . 312 11.5.2 Funzione di sensibilitá di un amplificatore con feedback . . . . 312 11.6 Effetto del feedback negativo sull’impedenza d’ingresso e su quella d’uscita degli amplificatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 11.6.1 Impedenze d’ingresso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 11.6.2 Considerazioni generali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 11.6.3 Impedenze d’uscita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318 11.6.4 Effetto del feedback sulle impedenze d’ingresso e d’uscita: sommario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 11.7 Individuazione del tipo di reazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 11.8 Analisi dettagliata dei circuiti con feedback . . . . . . . . . . . . . . . 321 11.9 Risposta in frequenza di un amplificatore con feedback . . . . . . . . 329

12 Caratteristiche dei FET ed amplificatori a FET 333 12.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 12.2 Caratteristiche dei FET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 12.3 Circuito equivalente del FET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 12.4 Schemi di polarizzazione per il FET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336 12.5 Amplificatori a FET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340 12.6 Inseguitore di source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 12.7 Amplificatore a FET: struttura generale . . . . . . . . . . . . . . . . 345 12.8 Risposta in frequenza di un amplificatore a FET . . . . . . . . . . . . 348 12.8.1 Risposta alle alte frequenze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

12.8.2 Risposta alle basse frequenze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354 12.8.3 Risposta sull’intero spettro di frequenze . . . . . . . . . . . . 355

13 Preamplificatori ad amplificatori per rivelatori di particelle 357 13.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357 13.2 Rivelatori a scintillazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358 13.3 Forma dell’impulso all’uscita del fotomoltiplicatore . . . . . . . . . . 360 13.4 Rivelatori a gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362 13.5 Rivelatore a semiconduttore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 13.6 Il concetto di equivalent-noise-charge . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367 13.7 Struttura della catena di rivelazione ed amplificazione . . . . . . . . . 368 13.8 ”Formazione” dei segnali prodotti da rivelatori di particelle . . . . . . 369 13.9 Altri metodi di ”shaping” dei segnali . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370 13.10Spostamento della linea di zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371 13.11Deficit balistico e scelta delle costanti di tempo . . . . . . . . . . . . 372