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Introduzione
La natura genera una numerosa quantità di strutture organizzate, a partiredalle dune nella sabbia per �nire alle impronte digitali e alle ma

hie sulmanto degli animali. Tutti questi fenomeni, a dispetto della loro diversaorigine, hanno un me

anismo basilare in 
omune, oggetto di questa tesi.

Figura 1: Pattern nella sabbiaGli strumenti utilizzati per modellare questo fenomeno, 
hiamato �forma-zione di pattern�, sono la teoria dei sistemi dinami
i non lineari 
on riferi-mento alla teoria delle bifor
azioni ; di questi argomenti sarà data una brevedes
rizione nel 
apitolo iniziale di questo lavoro.Noi 
i o

uperemo solo di sistemi po
o oltre la soglia dell'instabilità primariae per portare a termine questo obbiettivo useremo una teoria perturbativa
he prende il nome di �espansione debolmente non lineare�.6



INDICE 7In questo appro

io è 
ru
iale la separazione delle s
ale spaziali e temporali
he avviene alla soglia della bifor
azione: le deformazioni 
he avvengono sus
ala �velo
e� sono regolate dall'analisi lineare, mentre le variazioni su s
ala�lenta� evolvono se
ondo un'equazione di forma �universale� 
he 
hiameremoequazione di ampiezza.Tale equazione rappresenta indubbiamente un sempli
e modello 
he 
i 
on-sente di studiare una grande quantità di sistemi vi
ino alla soglia della bifor-
azione senza dover ri
orrere alle equazioni 
omplete 
he molto spesso sonofuori dalla portata numeri
a dei più potenti 
al
olatori oggi esistenti.Numerosi sistemi possono essere rappresentati dall'equazione di ampiezza,tuttavia il loro dettaglio mi
ros
opi
o non in�uis
e sulla forma di tale equa-zione ma solo sui valori 
he assumono i suoi 
oe�
ienti.Nella fattispe
ie le equazioni di ampiezza hanno la forma di equazioni assainote in letteratura, per
hé utilizzate in molti altri ambiti della �si
a: leequazioni di Landau-Ginzburg.In questa tesi sono state impiegate due di�erenti equazioni di ampiezza: l'e-quazione a 
oe�
ienti reali (RGL) 
he des
rive i pattern �stazionari� e quellaa 
oe�
ienti 
omplessi (CGL) 
he des
rive pattern tempo dipendenti.In questo lavoro faremo prin
ipalmente riferimento allo studio delle insta-bilità elettro
onvettive nei 
ristalli liquidi nemati
i (EHC), tuttavia bisognasottolineare 
he l'interesse di questa tesi non va in parti
olare al sistema so-pra 
itato ma allo studio e alla modellizzazione degli aspetti universali 
he sipresentano nell'ambito della formazione di pattern.Sarà esposta una breve fenomenologia della EHC e una des
rizione di unesperimento �ideale� volto a riprodurre tale fenomeno.Le instabilità elettro
onvettive possono essere modellate 
on il formalismodell'equazione di ampiezza dando una des
rizione basilare di al
uni fenomenie in buon a

ordo 
on le osservazioni sperimentali.In parti
olare la nostra attenzione si è rivolta allo studio dei difetti topologi
ie al loro moto nei pattern spazialmente periodi
i.Lo studio del moto dei difetti è stato svolto numeri
amente a 
ausa delladi�
oltà nel risolvere analiti
amente le equazioni di ampiezza. A questo



INDICE 8proposito sono state s
ritte varie simulazioni unidimensionali e bidimensio-nali.Le simulazioni numeri
he sono state implementate 
on algoritmi spettra-li di tipo �leap frog� e �exponential-timestep� 
he hanno garantito buoneprestazioni an
he su un 
omputer di tipo standard.La parte originale di questo lavoro 
onsiste, oltre 
he nella s
rittura dellesimulazioni e nell'adattamento di al
uni algoritmi alle situazioni del 
aso,nello studio del moto dei difetti topologi
i e della loro interazione nei variregimi delle equazioni reali e 
omplesse unidimensionali e bidimensionali:sono stati esplorati vari regimi delle equazioni di ampiezza 
er
andone unoin 
ui fosse possibile osservare fenomeni di moto non banali dei difetti.E' importante sottolineare 
he l'intento di questo lavoro di tesi non è studiarein parti
olare l'EHC quanto piuttosto analizzare una generi
a 
lasse di sistemi
he esibis
ono una formazione di pattern di 
ui l'elettro
onvezione nei 
ristalliliquidi è uno degli esempi più sempli
i in natura.Vediamo brevemente il 
ontenuto dei singoli 
apitoli di questa tesi:nel 
apito-lo iniziale sarà data una breve des
rizione della teoria dei sistemi dinami
i 
onriferimento alla stabilità lineare; sarà mostrato il 
on
etto di �bifor
azione�e saranno mostrate le tipologie più 
omuni di bifor
azione.Nel se
ondo 
apitolo sarà inve
e a�rontata �l'espansione debolmente nonlineare� e sarà esposta la teoria 
lassi
a della formazione di pattern 
onriferimenti alle equazioni di Landau-Ginzburg reali e 
omplesse.Nel terzo 
apitolo sarà trattata la teoria dell'equazione di fase per i sistemianisotropi e sarà introdotto il 
on
etto di difetto topologi
o.Nel quarto 
apitolo sarà esposto un breve studio delle strutture 
oerenti edelle simmetrie dell'equazione 
omplessa di Landau-Ginzburg.Nel quinto 
apitolo sarà data un breve panorama del fenomeno dell'elet-tro
onvezione nei 
ristalli liquidi nemati
i 
he è il sistema da noi preso in
onsiderazione per quanto riguarda la formazione di pattern.Nel sesto 
apitolo saranno mostrati gli algoritmi �leap-frog� e �exponentialtime-step� 
he sono stati usati per risolvere numeri
amente le equazioni diampiezza.



INDICE 9In�ne nel settimo 
apitolo saranno riportati i risultati delle simulazioni uni-dimensionali e bidimensionali delle equazioni di ampiezza reali e 
omplesse.

Figura 2: Pattern sul manto di una zebra



Capitolo 1Sistemi dinami
i
1.1 Sistemi dinami
i 
ontinuiUn sistema dinami
o 
ontinuo in W ⊂ Rn è un oggetto des
ritto dallaseguente relazione

dX

dt
= F (X) (1.1)dove F (X) è un 
ampo vettoriale F : W −→ Rn di�erenziabile di 
lasse C1almeno.Tale sistema può essere pensato 
ome l'evoluzione temporale di un 
ampo X
on una 
erta legge 
he dipenderà da F (X).Chiameremo orbita di un sistema dinami
o 
ontinuo la funzione X(t) 
hesoddisfa identi
amente l'equazione del moto per ogni t ∈ R.Un'equazione del prim'ordine nelle derivate temporali 
ome la (1.1) ne
essitadi una 
ondizione iniziale per essere ben de�nita; 
hiameremo quindi �ussointegrale (o soluzione generale) di un sistema dinami
o 
ontinuo la famigliadi appli
azioni

Φt : X0 −→ (X(t))
he per ogni tempo t asso
ia alla sua 
ondizione iniziale la 
orrispondentesoluzione al tempo t. 10



CAPITOLO 1. SISTEMI DINAMICI 11I sistemi dinami
i possono essere divisi in varie 
lassi: sistemi lineari, nonlineari, dis
reti e 
ontinui.Come vedremo in seguito il nostro interesse si 
on
entrerà in parti
olare suisistemi dinami
i 
ontinui di tipo non lineare.Per i sistemi lineari esistono strategie di soluzione �standard� mentre per isistemi non lineari non è possibile, in generale, trovare il �usso integrale;in tal 
aso si dovranno utilizzare metodi risolutivi di tipo approssimato onumeri
o 
ome quelli 
he esporremo nel 
apitolo 6.Tale soluzione numeri
a essendo implementata su 
al
olatori è di per se stessaeseguita in maniera dis
reta. In questo senso possiamo dire 
he esiste un fortelegame tra i sistemi dinami
i 
ontinui e dis
reti.1.2 Sistemi dinami
i dis
retiLa de�nizione di sistema dinami
o dis
reto è analoga a quella pre
edente-mente des
ritta.Un sistema dinami
o dis
reto in W ⊂ Rn è un'appli
azione f : W −→ Wdove f è una funzione di�erenziabile 
on inversa di�erenziabile (di 
lasse C1almeno)
Xk+1 = f(XK) (1.2)Per il 
aso dis
reto avremo una de�nizione di orbita analoga a quella vistaprima, 
ioè un'appli
azione Xk 
he soddis� la (1.2) per ogni k∈ Z.Noi 
i o

uperemo prin
ipalmente di sistemi dinami
i 
ontinui an
he se, 
omenotato pre
edentemente, il legame tra i sistemi 
ontinui e quelli dis
reti èforte.1.3 Esistenza e uni
ità delle soluzioni di unsistema dinami
o 
ontinuoE' naturale 
hiedersi sotto quali 
ondizioni la (1.1) ammetta soluzione.



CAPITOLO 1. SISTEMI DINAMICI 12La risposta 
i viene fornita dalla teoria delle equazioni di�erenziali; infatti ilteorema di esistenza e uni
ità delle soluzioni di un'equazione di�erenziale [1℄del prim'ordine di
e 
he:Presa un'equazione del tipo
dX

dt
= F (X, t)
on la 
ondizione iniziale

X(t0) = X0in 
ui F : Ω×I −→ R
n e Ω ⊂ R

n, I ⊂ R, e sia F uniformemente lips
hitziana
ioè ∃LΩ > 0 t.
.
|F (X, t) − F (Y, t)| 6 LΩ |X − Y | (1.3)per ∀X, Y ∈ Rn e ∀t ∈ R.Se X0 ∈ Ω e t0 ∈ I allora esistono un intorno Ω0 ⊂ Ω di X0 e un intorno

I0 ⊂ I di t0 tali 
he il problema ha soluzione uni
a, ovvero esiste lo
almenteil �usso integrale e dipende 
on 
ontinuità dalla 
ondizione iniziale.Nel 
aso di un sistema dinami
o sappiamo 
he la funzione F (X) è di�erenzia-bile 
on 
ontinuità ed è possibile dimostrare fa
ilmente 
he la di�erenziabilitàè una 
ondizione su�
iente a�n
hé si veri�
hi la (1.3) e quindi 
he i sistemidinami
i ammettono lo
almente sempre soluzione e 
he questa è lo
almenteuni
a.1.4 Sistemi dinami
i lineariUn sistema dinami
o si di
e lineare se è della forma
dX

dt
= AX (1.4)dove X ∈ Rn A è una matri
e n× n .Se la matri
e A è diagonalizzabile è possibile disa

oppiare le equazioni delsistema dinami
o 
he avranno 
ome soluzione nella nuova base

X̃i = X̃0ie
λit (1.5)dove λi sono gli autovalori della matri
e A.



CAPITOLO 1. SISTEMI DINAMICI 13In generale, se la matri
e non è diagonalizzabile, possiamo s
rivere la solu-zione del sistema dinami
o (1.4)
X(t) = X0e

At (1.6)dove abbiamo usato la de�nizione di esponenziale di matri
e
eA =

∞
∑

i=0

Ai

i!
(1.7)si può dimostrare 
he tale serie 
onverge sempre per ogni A e 
he quindiabbiamo il �usso integrale del sistema (1.4) 1.1.5 Sistemi dinami
i non lineariUn sistema dinami
o non lineare è un sistema la 
ui funzione F (X) dipendenon linearmente da X. In generale è molto di�
ile, se non impossibile,s
rivere il �usso integrale del sistema e quindi per lo studio di tali sistemisi dovrà ri
orrere a uno studio di tipo qualitativo o a una soluzione di tiponumeri
o.Punti di equilibrioUn sistema dinami
o, per il teorema di esistenza e di uni
ità, ammette sempresoluzione per ogni 
ondizione iniziale X(0) = Xo ∈W .Un 
aso parti
olarmente sempli
e si veri�
a quando F (X0) = 0; in tal 
aso ilpunto X0 si dirà punto di equilibrio e l'orbita de�nita dalla 
ondizione inizialesarà un'orbita 
ostante e uguale a X0 per ogni t.Per l'uni
ità della soluzione si avrà 
he nessun'altra orbita del sistema puòpassare per X0.E' 
hiaro quindi 
he un sistema 
he ha 
ome 
ondizione iniziale un puntodi equilibrio rimarrà �per sempre� in tale stato e quindi questo può essere
hiamato punto di equilibrio a giusto titolo.1Per una trattazione estesa dei sistemi dinami
i lineari si veda [1℄



CAPITOLO 1. SISTEMI DINAMICI 14Nella prati
a è molto più utile sapere 
osa su

ede nell'intorno di un puntodi equilibrio. Per rispondere a questa domanda dobbiamo sviluppare unapposito formalismo.Sistema linearizzato e esponenti di LyapunovSe abbiamo un sistema dinami
o 
on un punto di equilibrio Xs

dXs

dt
= F (X) = A(X −Xs) +G(X) (1.8)dove A è la matri
e ja
obiana della funzione F 
al
olata in XS e G è unin�nitesimo di ordine superiore al primo rispetto a X −Xs.Il sistema dinami
o
d(X −Xs)

dt
= A(X −Xs) (1.9)si di
e sistema linearizzato di Ẋ = F (X), e le parti reali degli autovalori di

A si 
hiamano esponenti di Lyapunov.Lo studio della stabilità di un punto di equilibrio può essere fatto linearizzan-do le equazioni nell'intorno di tale punto, a patto 
he nessuno degli autovaloriabbia parte reale nulla; in tal 
aso questo punto si dirà �iperboli
o�.Per un sistema �iperboli
o� il teorema di Hartman-Grobman 2 
i garanti-s
e 
he ogni 
ambiamento qualitativo della dinami
a non lineare deve essereri�esso nella dinami
a del sistema linearizzato; ossia è possibile ridurre lostudio dell'equilibrio non lineare a quello dello studio lineare.2Per una formulazione rigorosa del teorema di Hartman-Grobman si veda [2℄



CAPITOLO 1. SISTEMI DINAMICI 15Studio della stabilità in dimensione dueNel 
aso di un sistema di dimensione due
d

dt

(

x1

x2

)

= F (x1, x2) (1.10)se linearizziamo l'equazione (1.10) abbiamo
d

dt

(

x1

x2

)

= A

(

x1

x2

)possiamo diagonalizzare A nel 
ampo 
omplesso e s
oprire l'andamento dellesoluzioni nell'intorno del punto di equilibrio.Gli autovalori della matri
e si ottengono risolvendo l'equazione se
olare
det(A− λ · I) = 0Da 
ui otteniamo studiando le soluzioni del polinomio 
aratteristi
o

λ2 − λtr(A) + det(A) = 0i risultati 
he possono essere riassunti nel seguente s
hema:
• nodo stabile : autovalori reali negativi
• nodo instabile : autovalori reali positivi
• sella : autovalori reali di segno opposto
• spirale stabile : autovalori immaginari 
on parte reale < 0

• spirale instabile : autovalori immaginari 
on parte reale > 0

• 
entro : autovalori 
on parte reale nullaPer sistemi 
on dimensioni > 2 lo studio della stabilità è analogo; tuttaviao

orre 
al
olare le radi
i di un polinomio di grado uguale alla dimensionedel sistema.Come sappiamo i polinomi di grado superiore al quinto non ammettono, ingenerale, una formula risolutiva analiti
a.
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Tr(A)

det(A)

spirali stabili

sella

spirali instabili

stabili
nodi

nodi

instabili

centro

Figura 1.1: Diagramma di stabilità in dimensione duePer sapere se un polinomio ha radi
i 
on parte reale negativa possiamo usareil teorema di Routh-Hurwitz3.1.6 Teoria delle bifor
azioniLa parola bifor
azione è largamente usata in vari 
ontesti e des
rive unasituazione in 
ui un oggetto altera le sue proprietà topologi
he o qualitativeal variare di un parametro.La teoria delle bifor
azioni si o

upa proprio di studiare l'apparizione o las
omparsa di punti di equilibrio, orbite periodi
he o oggetti più 
ompli
ati
ome ad esempio gli attrattori �strani�.3Tale teorema asseris
e 
he le parti reali delle radi
i di un polinomio
xn +a1x

n−1+ ..+an−1x+an = 0 sono negative se i determinanti delle matri
i △1, ..,△nsono tutti > 0dove △k =













a1 1 0 .. 0
a3 a2 a1 .. 0
a5 a4 a3 .. 0
.. .. .. .. ..

a2k−1 a2k−2 a2k−3 .. ak













[28℄



CAPITOLO 1. SISTEMI DINAMICI 17I metodi impiegati per questo studio sono fondamentali per 
omprendere ladinami
a non lineare.Noi 
i o

uperemo di bifor
azioni nei sistemi dinami
i non lineari. Questofenomeno è molto importante soprattutto nell'ambito della formazione dipattern; infatti la formazione di strutture ordinate al di sopra di una sogliaè asso
iata in maniera naturale a un fenomeno di bifor
azione.1.7 Forme normali di al
une bifor
azioniDato un sistema dinami
o non lineare della forma
dX

dt
= F (X,µ)dove µ è un parametro del sistema, se X = 0 è un punto di equilibrio iperboli-
o possiamo studiare la sua stabilità tramite il teorema di Hartman-Grobmanlinearizzando il sistema dinami
o nell'intorno di X = 0.Siano adesso λ(µ) gli autovalori del sistema linearizzato, è possibile 
he esistaun valore µc tale 
he Reλ(µc) = 0.Per tali valori del parametro di 
ontrollo, il punto di equilibrio non è piùiperboli
o e il teorema di Hartman-Grobman non è più valido: siamo quindinella vi
inanza di un punto la 
ui natura sta 
ambiando, e 
he 
hiameremopunto di bifor
azione.La perdita di iperboli
ità può avvenire prin
ipalmente in due modi:1. Con un sempli
e autovalore λ = 0, in tal 
aso diremo 
he la bifor
a-zione è stazionaria. Questo 
omportamento è quello delle bifor
azioni�saddle-node�, quelle �trans
riti
he� e le �pit
hfork�.2. Con due autovalori 
omplessi 
oniugati tali 
he Reλ(µ) = Reλ(µ) = 0;
hiameremo questa bifor
azione �bifor
azione di Hopf�.
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ennato prima è possibile 
he la bifor
azione avvenga tramite la�s
omparsa� di un punto di equilibrio; a questo proposito il �teorema dellafunzione impli
ita� [2℄ 
i fornis
e un 
riterio su�
iente per stabilire se unpunto di equilibrio è persistente.Condizione su�
iente a�n
hé un punto di equilibrio sia persistente è 
he
det(DXF (0, µc)) 6= 0dove DXF (0, µc) è la matri
e ja
obiana di F (X,µc) 
al
olata nel punto

X = 0.Quindi in parti
olare questa relazione è vera solo se la matri
e della lineariz-zazione è non singolare ovvero solo se tutti i suoi autovalori sono diversi dazero.In parti
olare si può vedere fa
ilmente 
he una bifor
azione di Hopf non può
ambiare il numero di punti di equilibrio mentre questo è possibile nel 
asodi una bifor
azione stazionaria.Introdu
iamo a questo punto un'ulteriore 
lassi�
azione: 
hiameremo bifor-
azione super
riti
a una bifor
azione in 
ui la soluzione omogenea perdestabilità 
on l'aumentare di un parametro di 
ontrollo, sub
riti
a una 
hediventa instabile alla sua diminuzione.1.9 Forme normaliL'idea 
he sta alla base del 
on
etto di �forma normale� è quella di proiet-tare la dinami
a di un sistema, vi
ino alla soglia della bifor
azione, su unsottospazio 
hiamato �varietà 
entrale� 4.In questo senso possiamo 
onsiderare i gradi di libertà 
he appartengono allavarietà 
entrale 
ome attivi, 
ioè importanti al �ne della bifor
azione, e glialtri 
ome passivi, 
ioè 
ome inin�uenti.4La varietà 
entrale, per soluzioni di pi

ola ampiezza, è lo spazio generato dagli auto-vettori 
he hanno autovalori sull'asse immaginario nel punto in 
ui avviene la bifor
azione.Per una trattazione estesa del 
on
etto di varietà 
entrale si veda [2℄
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opo di questo appro

io è quello di riprodurre qualitativamente le 
a-ratteristi
he della dinami
a vi
ino alla soglia della bifor
azione.A tale �ne si opera un'espansione nei parametri, �no all'ordine 
he 
i 
onsentedi riprodurre il 
omportamento qualitativo del sistema.In 
on
lusione le forme normali sono quindi sempli
i equazioni 
he rappre-sentano i �prototipi� di una 
erta bifor
azione.Vediamo adesso 
ome possiamo ri
avare tali forme a partire da un generi
osistema dinami
o
dX

dt
= F (X,µ) (1.11)e supponiamo 
he F (0, 0) = 0, di seguito 
onsideriamo vari 
asi separata-mente:Bifor
azioni stazionarieSupponiamo 
he

∂F (0, 0)

∂x
= 0espandendo la (1.11) nell'intorno del punto (x, µ) = (0, 0) abbiamo

ẋ =
∂F (0, 0)

∂µ
µ+

∂2F (0, 0)

∂x2

x2

2
+
∂2F (0, 0)

∂x∂µ
µx+

+
∂2F (0, 0)

∂2µ

µ2

2
+
∂3F (0, 0)

∂x3

x3

3!
+ .. (1.12)Questa relazione vale in generale per le bifor
azioni stazionarie, vediamo distudiarla in al
uni 
asi parti
olari.Bifor
azione �saddle-node�Se supponiamo 
he

∂2F (0, 0)

∂x2
6= 0e

∂F (0, 0)

∂µ
6= 0
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urando gli ordini superiori,
ẋ =

∂F (0, 0)

∂µ
µ+

∂2F (0, 0)

∂x2

x2

2da 
ui possiamo ris
alare l'equazione in modo 
he
˙̃x = ǫ1µ̃+ ǫ2x̃

2Il risultato è rappresentabile dal 
osiddetto �diagramma di bifor
azione�.Nel diagramma di bifor
azione si usa rappresentare l'ampiezza dei punti diequilibrio al variare del parametro di 
ontrollo: le linee tratteggiate rap-presentano soluzioni instabili, mentre quelle 
ontinue rappresentano quellestabili 
ome mostrato in �gura (1.2).

Figura 1.2: Diagramma per una bifor
azione saddle-node (a)ǫ1 = ǫ2 =
1,(b)ǫ1 = ǫ2 = −1,(
)−ǫ1 = ǫ2 = 1,(d)ǫ1 = −ǫ2 = 1[2℄Bifor
azione �trans
riti
a�In questo 
aso non abbiamo la s
omparsa o la 
omparsa di nuovi punti diequilibrio, se adesso supponiamo 
he

∂nF (0, 0)

∂µn
= 0
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i dà
ẋ =

∂2F (0, 0)

∂x2

x2

2
+
∂2F (0, 0)

∂x∂µ
µx+

∂3F (0, 0)

∂x3

x

3!
+ ..da 
ui ris
alando e tras
urando gli ordini superiori

˙̃x = x̃(ǫ1µ̃+ ǫ2x̃)il 
ui 
omportamento è mostrato in �gura (1.3).

Figura 1.3: Diagramma per una bifor
azione trans
riti
a (a)ǫ1 = ǫ2 =
1,(b)ǫ1 = ǫ2 = −1,(
)−ǫ1 = ǫ2 = 1,(d)ǫ1 = −ǫ2 = 1[2℄Bifor
azione �pit
hfork�Se supponiamo adesso 
he valgano le ipotesi pre
edenti ma 
he ∂3F (0,0)

∂x3 = 0,ad esempio se il sistema dinami
o è invariante per ri�essioni 
ioè
F (X,µ) = −F (−X,µ)abbiamo, dopo aver opportunamente ris
alato le equazioni,
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˙̃x = x̃(ǫ1µ̃+ ǫ2x̃

2)il 
ui 
omportamento è mostrato in �gura (1.4).

Figura 1.4: Diagramma per una bifor
azione �pit
hfork� (a)ǫ1 = ǫ2 =
1,(b)ǫ1 = ǫ2 = −1,(
)−ǫ1 = ǫ2 = 1,(d)ǫ1 = −ǫ2 = 1[2℄Bifor
azioni imperfettePossiamo an
he 
onsiderare il 
aso di una bifor
azione �imperfetta�, ossia unabifor
azione �pit
hfork� o �trans
riti
a� a 
ui venga aggiunto un termine

ẋ = F (X,µ) + ǫV (X,µ)
on 0 < ǫ ≪ 1, questa perturbazione può essere qualsiasi nel senso 
he puònon rispettare le relazioni di simmetria 
he 
i hanno 
onsentito di ri
avare leforme normali nelle pre
edenti equazioni.Il risultato può essere 
ompreso euristi
amente guardando la �gura (1.5)dalla quale si può notare 
he al
une bifor
azioni imperfette portano allagenerazione di fenomeni di isteresi.
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Figura 1.5: Diagrammi di al
une bifor
azioni perturbate (a) bifor
azionetrans
riti
a (b) bifor
azione �pit
hfork� [2℄1.10 Bifor
azione di HopfLa bifor
azione di Hopf è 
aratterizzata dall'annullarsi della parte reale diuna 
oppia 
oniugata di autovalori immaginari.La sua forma normale è più sempli
e se s
ritta in 
oordinate polari
ṙ = r

[

γ(µ) +
∞
∑

j=1

aj(µ)r2j

] (1.13)
θ̇ = ω(µ) +

∞
∑

j=1

bj(µ)r2j (1.14)in 
ui γ(µ)±iω(µ) è la nostra 
oppia di autovalori 
he supponiamo soddisfare
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dµ

> 0.Una 
aratteristi
a importante dell'equazione (1.14) è 
he non presenta dipen-denza da θ; questo rende la dinami
a della forma normale invariante rispettoal gruppo delle rotazioni di fase, detto an
he simmetria di �phase-shift�, 
omemostrato dal diagramma di bifor
azione in �gura (1.6).Per questo motivo la bifor
azione di Hopf è un fenomeno molto più �ri

o�della bifor
azione stazionaria e dà origine a 
omportamenti non lineari tempodipendenti.Nei prossimi 
apitoli vedremo 
he questa bifor
azione ha un ruolo 
entralenello studio della formazione di pattern.

Figura 1.6: Dinami
a radiale e diagramma per una bifor
azione di Hopf (a)bifor
azione super
riti
a a1(0) < 0,(b) bifor
azione sub
riti
a a1(0) > 0, ipunti in 
ui ṙ = 0 sono punti di equilibrio per la parte radiale [2℄



Capitolo 2Pattern formation
2.1 IntroduzioneIl fenomeno della �pattern formation� ri
orre in una vasta quantità di 
ontestinaturali, dalle ma

hie sul manto degli animali alle 
elle 
onvettive nel sole.Sperimentalmente, i pattern sono stati studiati in vari sistemi in
lusi �Rayleight-Bernard 
onve
tion� RBC, instabilità elettro
onvettive nei 
ristalli liquidi infase nemati
a (EHC), reazioni 
himi
he e onde di Faraday.A dispetto delle di�erenze tra questi sistemi �si
i, i pattern osservati possie-dono varie 
aratteristi
he in 
omune, e questo indi
a una qual
he universalità
he regola la formazione di queste strutture.Il punto di partenza per la modellizzazione di un sistema 
he esibis
e unaformazione di pattern è un sistema dinami
o del tipo

∂tU(x, y, t) = G(U(x, y, t), ∂x, ∂y, R)in 
ui U è una quantità �si
a 
he varia a se
onda del 
ontesto (ad es. nellaRBC il 
ampo di velo
ità del �uido), G può essere in generale, una qual-siasi funzione non lineare di U , delle sue derivate e di R, un parametro 
hepossiamo variare a nostro pia
imento detto parametro di 
ontrollo.Noi saremo interessati a modelli del tipo
∂tU(x, y, t) = △U(x, y, t) + f(U(x, y, t), R) (2.1)25
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hiamano sistemi reazione-di�usione.Per un sistema 
ome il (2.1), 
he in generale non può essere risolto analiti
a-mente, la strategia da adottare è l'utilizzo di una teoria perturbativa. Unodei metodi più usati prende il nome di �espansione debolmente non lineare�.Questo metodo perturbativo è rigorosamente valido solo vi
ino alla sogliadell'instabilità. Nonostante 
iò, tramite questa teoria, si ries
ono a des
riverequantitativamente i sistemi vi
ini alla soglia e qualitativamente quelli moltolontani da essa.2.2 Un esempio di formazione di pattern:�Rayleight-Bernard 
onve
tion�L'instabilità di Rayleight-Bernard è forse il più famoso esempio di sistema
he esibis
a una formazione pattern.In questo esperimento un pi

olo spessore di �uido posizionato orizzontal-mente si trova in un gradiente di temperatura verti
ale ∆T .In questo sistema esiste un e�etto destabilizzante 
he 
onsiste nella tendenzadel liquido più 
aldo a salire.Tale e�etto è in 
ompetizione 
on la vis
osità del �uido. Per questo motivoper pi

oli gradienti termi
i il �uido è essenzialmente in equilibrio e l'uni
ofenomeno 
he si veri�
a è la 
onduzione termi
a da parte del liquido.Possiamo quindi a�ermare 
he, in questa 
ondizione, lo stato uniforme èstabile, in quanto pi

ole perturbazioni appli
ate ad esso, dopo un temposu�
ientemente lungo, vengono riassorbite dal sistema.Se però il gradiente termi
o e

ede un 
erto valore 
riti
o ∆Tc la vis
ositànon può più bilan
iare la 
onvezione e si 
rea un regime dinami
o 
he generai 
osiddetti �
onve
tion rolls� 
ome mostrato in �gura (2.1).Questo 
omportamento può essere des
ritto tramite la teoria delle bifor
a-zioni, infatti al variare di un parametro di 
ontrollo abbiamo la perdita distabilità dello stato uniforme.
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Figura 2.1: Figura 
he illustra s
hemati
amente i �rolls� nella Rayleight-Bernard 
onve
tion [3℄Naturalmente il parametro 
he 
ontrolla la 
onvezione di un �uido dipendein generale da numerosi altri fattori (ad es. la sua densità e la sua vis
osità).In generale si usa de�nire 
ome vero parametro di 
ontrollo del sistema ilnumero di Rayleight R = αg∆Td3

κν
dove g è l'a

elerazione di gravità, α il 
oef-�
iente di espansione termi
a del �uido, d lo spessore verti
ale del �sample�,

κ la di�usività termi
a e ν la vis
osità 
inemati
a.Quando R ∼ 1708 si ha la rottura dello stato uniforme; è uso ris
alare ilparametro di 
ontrollo R nella seguente maniera ǫ = R−Rc

Rc
; in questo modola bifor
azione avviene per ǫ = 0.Proviamo adesso a modellare la RBC; il punto di partenza è un sistemadinami
o alle derivate parziali 
he dipende dal parametro di 
ontrollo ǫ

∂tU = G(U, ∂x, ∂y, ǫ) (2.2)in 
ui si suppone 
he U = 0 sia una soluzione per ogni valore del parametrodi 
ontrollo (ri
ordiamo 
he U rappresenta in questo 
aso il 
ampo di velo
itàdel �uido) .Uno studio basilare della stabilità può essere fatto perturbando nell'intornodella soluzione U = 0; 
lassi�
heremo il sistema in base alle risposte delsistema linearizzato a perturbazioni della forma di una singola 
omponentedi Fourier, la 
ui evoluzione temporale sarà della forma
u(x, t) = uoe

ikx+σt (2.3)



CAPITOLO 2. PATTERN FORMATION 28dove σ ∈ C e k rappresentano rispettivamente il tasso di 
res
ita e il numerod'onda del modo.I tassi di 
res
ita per i vari modi possono essere 
al
olati trovando gli auto-valori della linearizzazione di G(U, ∂x, ∂y, ǫ) nell'intorno di zero.Per illustrare 
ome funziona questo me

anismo 
er
hiamo di 
ostruire unmodello il più sempli
e possibile per la RBC.Per fare questo ri
hiediamo 
he il tasso di 
res
ita di un modo sia quadrati
onell'intorno di un 
erto vettore d'onda kc e 
he per ǫ < 0 lo stato uniformesia stabile.Se adesso aggiungiamo an
he l'ipotesi 
he il sistema sia invariante per ri�es-sione x → −x, abbiamo �ssato la parte lineare della nostra equazione 
he èdella forma 1
∂tu = ǫu−D(∂2

x + k2
c )

2u (2.4)usando l'ansatz (2.3) nell'equazione (2.4) si trova il tasso di 
res
ita 
er
ato
ome mostrato in �gura (2.2).

Figura 2.2: Tasso di 
res
ita in funzione di ǫ per un sistema tipo RBC [3℄Chiaramente lo stato omogeneo è stabile se non esistono k per 
ui il tasso di
res
ita σ è positivo e questo è sempre vero per ǫ < 0; per ǫ = 0 
'è solo unvalore kc per 
ui il tasso di 
res
ita è nullo.1Con questo pro
edimento abbiamo ritrovato la parte lineare dell'equazioneSwift-Hohenberg.
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ontinua di vettori d'onda k− ≤ k ≤ k+ 
on tassodi 
res
ita positivo.Questo tipo di analisi può essere generalizzato ad altre situazioni; le instabili-tà possono essere suddivise in due tipi : stazionarie Imσ(kc) = 0 e os
illatorie
Imσ(kc) = ωc 6= 0 per ǫ = 0.Noi adopereremo nel testo la seguente nomen
latura

• Tipo Is periodi
a stazionaria (ωc = 0, kc 6= 0)

• Tipo I0 os
illatoria periodi
a (ωc 6= 0, kc 6= 0)

• Tipo III0 os
illatoria uniforme (ωc 6= 0, kc = 0)Il 
aso ωc = 0, kc = 0 non riguarda la formazione di pattern quindi non èstato preso in 
onsiderazione.2.3 Espansione debolmente non lineareVi
ino alla soglia di instabilità (|ǫ| ≪ 1) le equazioni possono essere studiate
on la 
osiddetta �espansione debolmente non lineare�.Prendiamo un'equazione
L ≡ ǫu− Γ(u) (2.5)dove Γ(u) è un termine non lineare2; per �ssare le idee possiamo pensare allaRBC limitata a instabilità di tipo �rolls� 
on un 
erto numero d'onda kc.L'idea di questa metodo è quella di sviluppare la soluzione dell'equazionedel moto L in termini del parametro di 
ontrollo ǫ, s
rivendo il terminedominante di questa espansione 
ome prodotto di un termine lentamentevariabile (ampiezza) e di un pattern basilare.Il nostro obbiettivo sarà quindi quello di derivare un'equazione del moto perl'ampiezza lentamente variabile (equazione di ampiezza).2Per sempli
ità studieremo un pattern di tipo Is analoghe 
onsiderazioni si possonofare per gli altri tipi di pattern.
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res
ita lineare σ mostrato in �gura (2.2)
σ(ǫ, k) =

(

∂σ

∂ǫ

)

ǫ=0

ǫ+
1

2

(

∂2σ

∂k2

)

k=kc

(k − kc)
2 + .. (2.6)da questa formula si nota 
he i soli modi 
on un tasso di 
res
ita positivorisiedono in un intorno di kc di larghezza ≈ √

ǫ, sono proprio questi modi
he gio
ano un ruolo importante nel 
omportamento del sistema per tempimolto lunghi.Da un'analisi dimensionale si ri
ava 
he, se le modulazioni del vettore d'ondasono dell'ordine ǫ 1
2 , le lunghezze sono tipi
amente dell'ordine di ǫ− 1

2 .Analogamente i tempi, dato 
he il tasso di 
res
ita aumenta linearmente 
on
ǫ, hanno una grandezza tipi
a di ǫ−1.Da 
ui abbiamo 
he le s
ale �lente� sono per 
ostruzione

X = ǫ
1
2x

T = ǫtPer 
omprendere questo me

anismo vediamo un'appli
azione della �espan-sione debolmente non lineare� all'equazione di �Swift-Hohenberg� unidimen-sionale 3
∂tu = ǫu−

(

∂2
x + k2

c

)2
u− u3 = ǫu− Lu− u3 (2.7)separiamo le s
ale imponendo

∂x −→ ∂x + ǫ
1
2∂X (2.8)

∂t −→ ǫ∂T (2.9)dove x è la s
ala del pattern portante, mentre X e T sono le s
ale spaziali etemporali dell'equazione di ampiezza.Sviluppiamo la funzione u in serie di ǫ1/2

u = ǫ
1
2u0 + ǫu1 + ǫ

3
2u2 + .. (2.10)3Per una introduzione sull'equazione di Swift-Hohenberg si veda [3℄
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er
hiamo i termini 
he sopravvivonoa ogni ordine di ǫ.Se ora inseriamo nell'equazione (2.7) la (6.5) e la (6.6) per l'operatore Labbiamo 
he
L = (∂2

x + kc)
2 → (k2

c + ∂2
x + 2ǫ

1
2∂x∂X + ǫ∂2

X)2

= L2 + 4ǫ
1
2L∂x∂X + ǫ(2L+ 4∂2

x)∂
2
X +O(ǫ3/2)dove abbiamo de�nito per 
onvenienza L = k2

c + ∂2
x.Inseriamo adesso lo sviluppo in ǫ nell'equazione (2.10), abbiamo 
he

{

L2 + 4ǫ
1
2L∂x∂X + ǫ

(

∂T − 1 + (2L+ 4∂2
x)∂

2
X

)

+O(ǫ3/2)
}

×

{

ǫ1/2u0 + ǫu1 + ǫ3/2u2 +O(ǫ2)
}

+ ǫ3/2u3
0 +O(ǫ2) = 0Se adesso raggruppiamo i termini ordine all'ordine ǫ1/2 abbiamo

(∂2
x + k2

c )
2u0la 
ui soluzione è

u0 = eikcxA0(X, T ) + e−ikcxA∗
0(X, T )in 
ui 
ompare per la prima volta l'ampiezza A0(X, T ) 
he a questo livello è
ompletamente arbitraria.All'ordine ǫ abbiamo

4(∂2
x + k2

c )∂x∂Xu0 + (∂2
x + k2

c )
2u1 = 0il primo termine è nullo visto 
he Lu0 = 0 quindi lo sviluppo a quest'ordinenon 
i dà nessuna informazione in più sulla forma di A0(X, T ).All'ordine ǫ3/2
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Lu2 + 4L∂x∂Xu1 + (∂T − 1 + 2L∂2

x + 4∂2
x∂

2
X + u2

0)u0 = 0da 
ui, eliminando i termini nulli, si ha
L2u2 +

[

eikcx(∂T − 1 − 4k2
c∂

2
x + 3 |A0|2)A0 + c.c.

]

+ e3ikcxA3
0 + c.c. = 0per rispettare l'equazione è ne
essario 
he il termine proporzionale a eikcx sianullo dato 
he L2u2 non 
ontiene nessuna dipendenza da eikcxIl risultato è

∂TA = A+ 4k2
c∂

2
XA− 3 |A|2Ada 
ui ris
alando tutte le variabili, abbiamo la 
osiddetta equazione di am-piezza per un sistema unidimensionale

τ0∂TA = ǫA+ ξ2
0∂

2
XA− g |A|2AIn linea di prin
ipio abbiamo visto 
ome sia possibile ri
avare l'equazionedi ampiezza per un'equazione molto sempli
e 
ome la Swift-Hohenberg, ingenerale tale pro
edimento è molto di�
ile, se non addirittura impossibile,per equazioni più 
ompli
ate. Nella formazione di pattern è uso assumerel'equazione di ampiezza 
ome valida a priori e vedere quali risultati si possonotrarre da questo appro

io.Noi assumeremo questa equazione 
er
ando di darne una giusti�
azione ditipo euristi
o.E' importante notare 
he nel 
orso di questa trattazione 
i riferiremo prin-
ipalmente a sistemi bidimensionali, tuttavia al
uni risultati, 
on le dovute
autele, sono validi an
he per le equazioni unidimensionali.



CAPITOLO 2. PATTERN FORMATION 332.4 Equazione di ampiezza per instabilità IsAnalizziamo in dettaglio la forma dell'equazione di ampiezza per un'instabi-lità di tipo Is 
on vettore d'onda kc 
he avviene in un sistema spazialmenteisotropo.Analogamente a quanto visto in pre
edenza la soluzione è
U = UoA(x, y, t)eikcx + c.c.+O(ǫ) (2.11)in 
ui U0 è una 
ostante di proporzionalità.In questa equazione abbiamo ta
itamente assunto 
he il pattern sia bidimen-sionale e 
onsistente di �rolls� unidimensionali perpendi
olari alla direzione

x.La terza dimensione è in
lusa in kc
4 e A(x, y, t) ∈ C è un 
ampo 
he obbedis
eall'equazione di Landau-Ginzburg reale (RGL).

τ0∂tA = ǫA + ξ2
0

[

∂x − (i/2kc)∂
2
y

]2
A− g0 |A|2A (2.12)Questa equazione può des
rivere molti fenomeni; tuttavia derivarla dai det-tagli mi
ros
opi
i di un pre
iso sistema può essere molto di�
ile.Quello 
he deve essere enfatizzato è 
he la forma dell'equazione è generale e ildettaglio di un singolo sistema si manifesta solo nei valori dei suoi 
oe�
ienti.2.4.1 Introduzione euristi
a dell'equazione di ampiezzaper sistemi isotropiE' possibile introdurre l'equazione di ampiezza per instabilità di tipo Is inmaniera euristi
a.Comin
iamo 
ol provare a des
rivere un sistema spazialmente isotropo: s
ri-viamo la più sempli
e equazione lineare 
he dia origine a un tasso di 
re-s
ita 
he rispe

hi l'isotropia spaziale del sistema; s
egliamo quindi un tas-so di 
res
ita 
he non favoris
a la nas
ita dei modi in nessuna direzione inparti
olare4In genere il numero d'onda 
riti
o è �ssato dalla terza dimensione, 
he non appareespli
itamente in questa equazione e quindi possiamo a�ermare 
he solo kc è reminis
entedella struttura tridimensionale del sistema reale.
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σ(q) = τ−1

0

(

ǫ− ξ2
0

(

|q| −
∣

∣

∣

−→
kc

∣

∣

∣

)2
) (2.13)
on q =

∣

∣

∣

−→
kc

∣

∣

∣
x̂+

−→
k e −→k = (kx, ky).Espandendo ∣∣

∣

∣

∣

∣

−→
kc

∣

∣

∣
x̂+ k

∣

∣

∣
−
∣

∣

∣

−→
kc

∣

∣

∣
per pi

oli k abbiamo 
he

σ(q) ≃ τ−1
0

(

ǫ− ξ2
0

(

kx +
k2

y

2kc

)2
) (2.14)se ora sostituiamo

σ → ∂t (2.15)
kx → −i∂x (2.16)
ky → −i∂y (2.17)riotteniamo la parte lineare dell'equazione (2.12) 5.Per saturare la 
res
ita esponenziale dei modi è ne
essario introdurre untermine 
orrettivo non lineare.Questo termine può essere ottenuto 
er
ando un oggetto di forma sempli
e
he preservi l'equazione sotto la trasformazione A→ eiφA 
he 
orrisponde ari
hiedere l'invarianza sotto traslazione del pattern.2.4.2 Introduzione euristi
a all'equazione di ampiezzaper sistemi anisotropiPossiamo riprodurre il ragionamento del paragrafo pre
edente per un siste-ma anisotropo; la forma del tasso di 
res
ita sarà, s
egliendo, nel modo piùsempli
e, un tasso di 
res
ita 
he favoris
a la 
res
ita dei modi nella direzionedel vettore d'onda 
riti
o

σ(q) = τ−1
0

(

ǫ− ξ2
0 (|q − kc|)2)da 
ui

σ(q) = τ−1
0

(

ǫ− ξ2
0

(

k2
x + k2

y

))5Osservando 
he i modi sono della forma (2.3) questa sostituzione è naturale
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on le sostituzioni (2.15) (2.16) (2.17) e 
on 
onsiderazioni analoghe a quellefatte pre
edentemente abbiamo 
he
τ0∂tA = ǫA+

(

ξ2
x∂

2
x + ξ2

y∂
2
y

)

A− g0 |A|2A (2.18)2.4.3 Interpretazione �si
a dei parametri delle equazio-ni di ampiezzaI parametri 
he 
ompaiono nell'equazione (2.12) e nella (2.18) sono, in lineadi prin
ipio, ri
avabili dalle equazioni fondamentali del fenomeno. Tuttaviatale 
al
olo è stato portato a termine soltanto per un numero molto limitatodi sistemi ed è assai 
ompli
ato.In generale è molto più fa
ile e istruttivo provare a dare una spiegazione��si
a� di tali 
oe�
ienti.Il nostro parametro di 
ontrollo prin
ipale è ǫ 
he determina la transizionedi fase tra lo stato uniforme e lo stato 
on pattern; nel 
aso ad esempiodella EHC è 
orrelato direttamente al potenziale V appli
ato al 
ampione di
ristallo liquido e alla soglia di formazione dei pattern Vc, ǫ = V 2−V 2
c

V 2
c

(vedi
ap 5) .Il parametro τ0 può essere 
orrelato ai tempi di reazione del sistema a unavariazione improvvisa di ǫ; se partiamo da una situazione in 
ui lo statoiniziale è quello omogeneo e ǫ < 0 e repentinamente aumentiamo il valorein modo 
he 0 < ǫ ≪ 1 il sistema 
omin
erà a formare un'onda piana dellaforma A(x, y, t) = a(t)eikx , sostituendo la soluzione nell'equazione reale diLandau-Ginzburg abbiamo 
he
τ0
∂a

∂t
= ǫa− ξ2k2a− g0a

3se adesso supponiamo 
he k ≃ 0 e 
he il 
ontributo del termine 
ubi
o possaessere tras
urato nei primi istanti dell'evoluzione abbiamo 
he a ∝ exp( ǫt
τ0

)da 
ui possiamo misurare τ0 eseguendo un �t del|A| in funzione del tempo.Per misurare le �lunghezze di 
orrelazione� ξx, ξy, ξ0 possiamo sfruttare lostudio di strutture 
hiamate difetti (vedi 
ap 3) utilizzando la forma analiti
a
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he può approssimare bene an
he il pro�lo di unasoluzione 2D
A(x, y = 0) = A0 tanh(

√

2

ǫ

x

ξx
) (2.19)e

A(x = 0, y) = A0 tanh(

√

2

ǫ

y

ξy
) (2.20)in 
ui l'origine degli assi è al 
entro del difetto. Dalla misura delle �dimensio-ni� del difetto è possibile risalire alle lunghezze di 
orrelazione. Le lunghezzedi 
orrelazione sono molto importanti in parti
olare nei sistemi anisotropi
ome i 
ristalli liquidi.Per quanto riguarda il parametro g0 possiamo operare il 
osiddetto �quen-
hing� di ǫ: ossia operare 
ambiamenti 
ontinuamente alternati del parametrodi 
ontrollo tra due valori ǫ1 ∼ 0 e ǫ2 ≫ ǫ1; 
osì fa
endo 
i aspettiamo 
heil numero d'onda del modo 
he si viene a 
reare sia k ∼ 0 e in tal 
aso lanostra equazione si ridu
e a

τ0
∂a

∂t
= ǫ− g0a

3in questo modo una volta ri
avato τ0 possiamo ottenere il valore di g0.2.4.4 L'equazione reale di Landau-Ginzburg (RGL)L'equazione (2.12) prende an
he il nome di equazione di Landau-Ginzburgreale (RGL) ed è �l'amplitude equation� di un sistema spazialmente isotroposoggetto a una instabilità di tipo Is .Tale equazione presenta una bifor
azione di Hopf super
riti
a per g0 > 0dello stato uniforme al variare del parametro ǫ.E' possibile ris
alare l'equazione (2.12) e metterla in forma �normale� ponen-do
X = |ǫ|

1
2
x

ξ0
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Y = |ǫ|

1
4 y

(

kc

ξ0

)
1
2

T = |ǫ| t
τ0

A =

(

∣

∣

∣

g0

ǫ

∣

∣

∣

1
2

)

AIn questo modo l'equazione diventa
∂tA = ±A +

[

∂x − (i/2)∂2
y

]2
A−

∣

∣A
∣

∣

2
A (2.21)dove il segno + 
orrisponde a ǫ > 0 mentre il segno − a ǫ < 0Un risultato 
he, a prima vista, può sembrare paradossale è 
he, per sistemianisotropi, l'equazione di Landau-Ginzburg prende la forma

τ0∂tA = ǫA+
(

ξ2
x∂

2
x + ξ2

y∂
2
y

)

A− g0 |A|2A (2.22)e può essere ris
alata
∂TA = ±A +

(

∂2
X + ∂2

Y

)

A−
∣

∣A
∣

∣

2
A (2.23)ponendo

X = |ǫ|
1
2
x

ξx

Y = |ǫ|
1
2
y

ξy

T = |ǫ| t
τ0

A =

(

∣

∣

∣

g0

ǫ

∣

∣

∣

1
2

)

AQuindi un sistema anisotropo è rappresentato da una RGL isotropa e vi
e-versa.Sistemi 
he sono rappresentati da un'equazione di Landau-Ginzburg isotropasono l'EHC o la RBC eseguita su un �layer� in
linato di liquido.



CAPITOLO 2. PATTERN FORMATION 382.4.5 Soluzioni di onda per RGLE' fa
ile veri�
are 
he la RGL ammette soluzioni Ak(x) = ake
ikx 
on

ak = (ǫ− k2)
1
2 .Se ora vogliamo indagare la stabilità di queste soluzioni dobbiamo vede-re l'e�etto di una pi

ola perturbazione su un sistema in uno stato Ak(x)analogamente a quanto visto nel 
ap 1.Sviluppiamo quindi

A(x, t) = Ak(x) + δA(x, t)dove
δA = eikx

[

δa+e
iQx + δa∗−e

−iQx
] (2.24)inserendo tutto nella RGL e linearizzando rispetto a δa+ e δa− otteniamo

∂tδa+ = −
(

p2 + U+

)

δa+ − p2δa− (2.25)
∂tδa− = −

(

p2 + U−
)

δa− − p2δa+
on p2 = ǫ− k2 e U± =
[

(k ±Qx)
2 +

Q2
y

2kc

]

− k2

Figura 2.3: Diagramma delle instabilità: E �E
khaus�, N �neutral�, Z �zig-zag� [3℄Gli autovalori del sistema (2.25) sono
σk(Q) = −p2 − 1

2
(U+ + U−) ±

[

p4 +
1

4
(U+ − U−)2

]
1
2
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ondizione di stabilità è
σk(Q) < 0e deve essere vera per tutto un intorno di |Q| = 0, la zona di stabilitàlimite si ottiene imponendo σk(Q) = 0 e dai 
al
oli abbiamo 
he k2

N = ǫ; seadesso 
er
hiamo una zona di stabilità limite per perturbazioni lungo l'asse
x , Q = Qx̂, troviamo la 
osiddetta instabilità di �E
khaus� e la 
urva 
he ladelimita è k2

E = ǫ
3
.Se 
er
hiamo inve
e una zona di stabilità per perturbazioni lungo l'asse y,

Q = Qŷ, troviamo la 
osiddetta instabilità �zig zag�, visualizzata in �gura(2.4), dai 
al
oli abbiamo 
he la zona limite è kz = 0 
ome mostrato in �gura(2.3).

Figura 2.4: Foto di un'instabilità di tipo �zig-zag�[3℄
2.5 Instabilità III0La stessa espansione vi
ino alla soglia 
he abbiamo fatto per le instabilità Ispossiamo farla, 
on le dovute di�erenze, per un'instabilità di tipo III0

U(x, y, t) =
[

U0A(x, y, t)e−iωt + c.c.
]

+O (ǫ) (2.26)dove ω è la frequenza di os
illazione del pattern e l'equazione di ampiezza è,dopo aver appli
ato gli stessi �s
aling� dell'equazione RGL,
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∂tA = ±A + (1 + ib) △ A− (1 + ic) |A|2A (2.27)
on A ∈ C e 
on U0 
ostante di proporzionalità.Questa equazione prende an
he il nome di equazione 
omplessa di Landau-Ginzburg (CGL) e manifesta an
h'essa una bifor
azione di Hopf al variaredel parametro di 
ontrollo prin
ipale ǫ.I due parametri b, c dell'equazione 
ontrollano il regime dell'equazione e dan-no origine a 
omportamenti molto più 
ompli
ati rispetto a quelli esibitidall'equazione RGL; questo si può notare an
he dal fatto 
he non è possibileris
alare via tutti i parametri (2.27).La forma più generale dell'equazione (2.27) possiede un termine proporzionalea s0∂x, tuttavia noi lavoreremo in un sistema 
on 
ondizioni al 
ontornoperiodi
he in 
ui tale termine può essere ris
alato passando nel sistema diriferimento 
he si muove 
on la velo
ità di gruppo lineare s0

x̃→ x− s0tnel 
aso in 
ui il sistema in esame sia di dimensioni �nite il termine propor-zionale a s0 gio
a un ruolo importante, ma in questa tesi 
i o

uperemo solodi sistemi �periodi
i�.L'interpretazione �si
a dei due 
oe�
ienti 
he 
ompaiono nella CGL non èsempli
e 
ome quelle viste pre
edentemente nella RGL.Tuttavia i due parametri possono essere 
onnessi alla frequenza delle onde(
ome vedremo in seguito) 
he si vengono a 
reare nel sistema.In genere tuttavia queste misure sono molto di�
ili e non prive di insidiequindi in genere questi parametri vengono a

ordati in modo da riprodurreil regime sperimentale studiato.Per uno s
hema dei regimi dinami
i della CGL si veda (7.1).Soluzioni d'onda per la CGLL'equazione (2.27) ammette sia soluzioni del tipo A(x, t) = a0e
−iΩ0t 
on

a2
0 = ǫ e Ω0 = cǫ 
he 
hiamate �onde viaggianti non lineari� 
he soluzioni del
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i(kx−Ωkt) dove, ak = (ǫ− k2) e Ωk = cǫ + (c− b) k2, 
he
hiameremo onde rotanti.L'equazione (2.27) ammette 
ome soluzione an
he onde stazionarie tuttaviaqueste sono instabili e de
adono in onde viaggianti 6.Il 
al
olo della stabilità delle onde piane è analogo a quello fatto per la RGLan
he se algebri
amente molto più involuto; questo risultato è an
he 
hiamato
riterio di E
khaus generalizzato ed a�erma 
he esistono onde stabili 
onnumero d'onda k a patto 
he

k2 <
1 + bc

3 + bc + 2c2da questa formula si nota 
he esistono onde stabili a patto 
he
1 + bc > 0altrimenti sono tutte instabili (
riterio di Benjamin-Feir-Newell); se le ondesono tutte instabili si ha un regime 
osiddetto �
aoti
o�.2.6 Instabilità I0L'analogo dell'equazione (2.26) per instabilità del tipo Io [ω0 6= 0, q0 6= 0] è

U(x, y, t) = U0

[

AR(x, y, t)ei(kcx−ωct) + AL(x, y, t)e−i(kcx+ωct)
]

+ c.c. (2.28)e le equazioni di ampiezza sono due equazioni di Landau-Ginzburg a

oppiateper le due ampiezze AR e AL 
he rappresentano rispettivamente le ampiezzedi onde 
he viaggiano verso destra e verso sinistra.6Vedremo nei prossimi 
apitoli 
he la versione bidimensionale di questa equazioneammette an
he soluzioni di natura di�erente.
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ità abbiamo s
ritto le equazioni nel 
aso 1D

∂tAR +s0∂xAR = ǫAR +(1 + ic1) ∂2

xAR−(1−ic3) |AR|2 AR−g1 (1 − ic2) |AL|2 AR (2.29)
∂tAL−s0∂xAL = ǫAL +(1 + ic1) ∂2

xAL− (1− ic3) |AL|2 AR−g1 (1 − ic2) |AR|2 AL (2.30)Dove s0 è la velo
ità di gruppo, i parametri ǫ, c1, c3 sono analoghi a quelli de�-niti per la CGL, mentre g1 è un parametro 
he tiene 
onto dell'a

oppiamentotra i modi AL e AR.Le equazioni nel 
aso 2D si ottengono sostituendo nelle equazioni (2.29)(2.30)
s0∂x → s0

[

∂x −
(

i

2kc

)

∂2
y +

(

1

2k2
c

)

∂x∂
2
y −

(

i

8k3
c

)

∂4
y

]

∂2
x →

(

∂x −
(

i

2kc

)

∂2
y

)2Per maggiori dettagli sulle equazioni a

oppiate di Landau-Ginzburg si veda[16℄2.7 RGL vs CGLLe di�erenze tra le equazioni RGL e CGL possono sembrare minime in realtàla CGL esprime una varietà di 
omportamenti molto numerosa a quelli dellasempli
e RGL.Per quanto riguarda la dinami
a della RGL è possibile determinare unafunzione tale 
he
∂tA = −δF {A,A∗}

δA∗ (2.31)
on
F =

∫ ∫

dxdy
[

−ǫ |A|2 +
g0

2
|A|4 +

∣

∣ξ0
(

∂x − (i/2kc)∂
2
y

)

A
∣

∣

2
] (2.32)e per tale funzione

∂F

∂t
≤ 0

F prende il nome di funzione di Lyapunov e svolge un ruolo analogo a quellosvolto dall'energia libera in termodinami
a.
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esso des
ritto dalla RGL sarà quindi un pro
esso di rilassamento versoil minimo di F .Per la CGL tuttavia non è possibile7, in generale, trovare una funzione diLyapunov; la dinami
a è quindi molto più 
ompli
ata di un rilassamen-to ed è questo il motivo per 
ui la CGL presenta una varietà maggiore di
omportamenti rispetto alla RGL.2.8 Instabilità se
ondarieAbbiamo visto 
he le soluzioni di tipo onda possono esse stesse diventareinstabili; 
hiameremo le nuove soluzioni stabili �instabilità se
ondarie�.Queste instabilità tendono a 
ompli
are molto i pattern e rappresentano partedella 
omplessità ris
ontrata negli esperimenti reali.Nell'equazione di ampiezza Is 
ome abbiamo visto esistono solo due tipi diinstabilità se
ondarie: di �E
khaus� e quella �zig-zag�. Questo mostra 
hel'equazione di ampiezza reale ha un �range� di validità limitato in quantole altre instabilità 
he sono osservate sperimentalmente, sono trovate soloquando vengono in
lusi nel 
al
olo ordini superiori dello sviluppo.2.9 Competizioni tra i vari patternQuando abbiamo 
ostruito la (2.11) abbiamo fatto l'ipotesi di studiare solu-zioni 
he 
onsistono in un singolo �set� di �rolls� paralleli.In generale possiamo studiare soluzioni 
he sono sovrapposizione di n rollsdi orientazione varia
U = U0

[

n
∑

i=1

Ai(x, y, t)e
iqix + c.c.

]

+O(ǫ) (2.33)
on |qi| = kc7Se c = b la CGL può essere s
ritta in un sistema �rotante�
∂tÃ = (1 + ic)

(

ǫÃ −
∣

∣

∣Ã
∣

∣

∣

2

Ã + ∆Ã

)

= − (1 + ic)
δF{Ã,Ã∗}

δÃ∗
dove Ã = eiǫctA
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uriamo le variazioni spaziali del pattern l'equazione di ampiezza 
or-rispondente è
∂tAi = ǫAi −

n
∑

j=1

gij |Aj |2Ai (2.34)dove gij = ζ(θij) e q̂iq̂j = cos θij .L'equazione (2.34) può essere utile per studiare la 
ompetizione tra i �rolls� egli altri pattern regolari. Per n = 2 avremo quadrati per n = 3 esagoni et
..,le foto di al
uni pattern sono mostrati in �gura (2.5).

Figura 2.5: a)e b)Pattern esagonali 
)Tipo �rolls� d)Pattern misto [3℄



Capitolo 3Equazione di fase e difettitopologi
i
3.1 Equazione di fase per la RGLIn questo 
apitolo esporremo la teoria dell'equazione di fase e la sua appli-
azione al 
aso dell'equazione di Landau-Ginzburg reale. Molti dei risultatiesposti sono basati sull'esistenza della funzione di Lyapunov, quindi non so-no, in generale, estendibili alla CGL 
he, 
ome abbiamo visto prima, nonammette una funzione di tipo �potenziale�.Per quanto riguarda la dinami
a delle strutture nella CGL 
er
heremo diesporre qual
he risultato nel 
ap 4., an
he se dobbiamo sottolineare 
he lesue dinami
he sono molto 
omplesse.3.2 Equazione di fase per sistemi isotropiLa RGL anisotropa (2.12) des
rive la dinami
a di un pattern Is attraverso il
ampo 
omplesso A.Tale dinami
a può essere s
omposta nella dinami
a del modulo del 
ampo
|A| e della sua fase φ. 45



CAPITOLO 3. EQUAZIONE DI FASE E DIFETTI TOPOLOGICI 46Consideriamo una pi

ola perturbazione alla soluzione di onda piana Ak(x)del tipo
A(x) = (ak + δa) ei(kx+δφ)Da un'ispezione dell'equazione di Landau-Ginzburg vediamo 
he una varia-zione dell'ampiezza δa si rilassa in un tempo dell'ordine ε−1 
he vi
ino allasoglia dell'instabilità è un tempo molto lungo ma �nito.Per quanto riguarda inve
e δφ, abbiamo 
he una perturbazione uniforme nonsi rilassa a�atto e si tradu
e in una traslazione di tutti i �rolls� nella direzione

x.Una pi

ola perturbazione della forma δφ = δφ0cos(Qx) 
on Q→ 0 si rilassasu tempi dell'ordine di Q−2.Per perturbazioni di lunghezza d'onda Q≪ ε
1
2 possiamo assumere 
he, dopoun transiente iniziale, l'ampiezza segua adiabati
amente ogni 
ambiamentodella fase.Possiamo implementare questa ipotesi sostituendo la soluzione perturbatanell'equazione di Landau-Ginzburg.Dalla parte reale dell'equazione otteniamo, tras
urando le derivate spazialidi δa, in 
ui i simboli sono quelli utilizzati nel 
apitolo 2.

akδa = −k∂xδφ (3.1)mentre dalla parte immaginaria delle equazioni abbiamo
∂tφ = ∂2

xφ+
k

kc
∂2

yφ+ 2
k

ak
∂x (δa) (3.2)inserendo l'equazione (3.1) nella (3.2) abbiamo

∂tφ = D‖(k)∂
2
xφ+D⊥(k)∂2

yφin 
ui
D‖ =

ξ2
0

τ0

[

ǫ− 3ξ2
0k

2

ǫ− ξ2
0k

2

]

D⊥(k) =
ξ2
0

τ0

k

kcquesta formula prende il nome di equazione di fase.



CAPITOLO 3. EQUAZIONE DI FASE E DIFETTI TOPOLOGICI 473.3 Equazione di fase per sistemi anisotropiCon 
onsiderazioni analoghe a quelle fatte pre
edentemente è possibile ri
a-vare un'equazione di fase an
he per i sistemi anisotropi, 
ome mostrato in[29℄
∂tφ = Dx(k)∂

2
xφ+

ξ2
y

τ0
∂2

yφ (3.3)dove
Dx(k) =

ξ2
x

τ0

[

ǫ− 3ξ2
xk

2

ǫ− ξ2
xk

2

]tipi
amente si 
onsiderano situazioni in 
ui 3k2 ≪ ǫ e in tal 
aso l'equazione(3.3) diventa
τ0∂tφ = ξ2

x∂
2
xφ+ ξ2

y∂
2
yφda 
ui ris
alando 
ome mostrato nei paragra� pre
edenti abbiamo

∂Tφ = ∂2
Xφ+ ∂2

Y φNel ri
avare le equazioni di fase abbiamo fatto l'ipotesi 
he le variazionidell'ampiezza seguano adiabati
amente quelle della fase; questa ipotesi è piùgenerale della stessa equazione di RGL; tale assunzione infatti vale an
he nel
aso in 
ui non si veri�
hi |ǫ| ≪ 1.Naturalmente, visto 
he la RGL non è più valida, i 
oe�
ienti dell'equazione(3.3) non saranno quelli trovati pre
edentemente.3.4 Difetti topologi
iI difetti topologi
i sono regioni in 
ui il 
ampo di fase subis
e una dis
onti-nuità e sono asso
iati a una rottura spontanea di una simmetria 
ontinua.Chiameremo �dislo
azione� un difetto 
he rompe la simmetria traslazionaledel sistema, mentre �dis
linazione� un difetto 
he ne rompe la simmetriarotazionale .Tali strutture prenderanno il nome di difetti topologi
i ; 
hiameremo 
ari
aasso
iata a un difetto topologi
o
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n =

∫

C
∇φ · dl
2π

(3.4)in 
ui C è una qualsiasi 
urva 
he ra

hiude il difetto.In un sistema 
ome l'EHC il difetto è tipi
amente una dislo
azione1 e si puòidenti�
are 
on una 
ella in 
ui terminano due o più rolls 
ome mostrato in�gura (3.1) .Il numero di rolls 
he terminano nello stesso punto determina la 
ari
a topo-logi
a del difetto: nel 
aso due terminino nello stesso punto si avrà un difettodi 
ari
a topologi
a uno, nel 
aso ne terminino tre 
ari
a due, e 
osì via.La 
ari
a topologi
a di un difetto possiede an
he un segno e questo dipendeda quello della 
ir
uitazione (3.4); per 
onvenzione de�niremo un difetto di
ari
a positiva un difetto 
he �somiglia� a una Y 
apovolta 
ome mostrato in�gura (3.1).Se andiamo ad analizzare un sistema in 
ui si è formato un pattern stazionario
ostituito da dei rolls e da un difetto topologi
o possiamo fare le seguenti
onsiderazioni: la di�erenza di fase del 
ampo A(x, y)eikcx, preso tra duepunti qualsiasi, diviso 2π è uguale al numero di 
oppie di �rolls� 
ontenutetra questi due punti.Quindi quando due �rolls� si unis
ono, il loro numero totale diminuis
e diuna unità e quindi la fase deve ne
essariamente subire una dis
ontinuitànell'intorno di quel punto, ma poi
hé la fase di A è una funzione ben de�nitaper ogni valore di A diverso da zero è ne
essario 
he nel punto in 
ui si trovail difetto sia veri�
ato |A| = 0.Quindi i difetti sono zone in 
ui il modulo del 
ampo 
onverge repentinamentea zero e sono punti topologi
amente non banali2.1Nella EHC il sistema non è invariante sotto rotazioni2I difetti dell'equazione di Landau-Ginzburg reale prendono an
he il nome di �vorti
i�noi useremo questa terminologia per distinguere i difetti della RGL da quelli della CGL
he prendono la forma di�spirali�.



CAPITOLO 3. EQUAZIONE DI FASE E DIFETTI TOPOLOGICI 493.5 �Climbing� e �gliding� in sistemianisotropiUn difetto può 
ompiere due tipi diversi di movimento:
• �Climbing� o Arrampi
ata: movimento lungo la direzione dei �rolls�
• �Gliding� o Veleggio: movimento ortogonale alla direzione dei �rolls�La velo
ità di �
limbing� è legata strettamente al numero d'onda di ba
k-ground, 
ioè il numero d'onda del pattern su�
ientemente lontano dal nu
leodel difetto.Nello spe
i�
o se s
riviamo φ = φ̄+ qx, le equazioni diventano, supponendo
he il difetto si muova lungo l'asse y 
on velo
ità v
v · ∂yφ̄−D‖(q)∂

2
xφ̄−D⊥(q)∂2

y φ̄ = 2πD‖(q)∂xδ(x− xd)Θ(y − yd) (3.5)dove xd e yd sono le 
oordinate del difetto e φ è il 
ampo del difetto e q è ilnumero d'onda lontano dal suo nu
leo .Il termine a destra dell'equazione tiene 
onto del salto di fase di 2π 
heavviene per x = xd e y > yd
3.Supponiamo 
he D‖(q) e D⊥(q) siano entrambe diverse da zero, allora pos-siamo ris
alare l'equazione

X =
x

D
1
2

‖

Y =
y

D
1
2
⊥

V =
v

D
1
2
⊥

R =
(

X2 + Y 2
)

1
23Considerazioni analoghe si possono fare per moti lungo l'asse x
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ome soluzione
φ̄ = tan−1(

Y

X
) (3.6)l'equazione può essere risolta an
he per V R ≫ 1 e il risultato è più sempli
eda esprimere in funzione del suo gradiente

∂Y φ =

[

(V π)
1
2
X

2R
3
2

]

e−V (Y +R)
2 (3.7)Questa equazione mostra una legge di de
adimento esponenziale davanti aldifetto (Y > 0) e una legge di de
adimento a potenza dietro di esso (Y < 0).Questo risulterà molto importante nello studio delle interazioni dei difetti; perora limitiamo
i ad a

ennare 
he due difetti di 
ari
a opposta si attraggonomentre due 
on 
ari
a 
on
orde si respingono4.

Figura 3.1: Immagine di al
uni difetti in una struttura periodi
a
3.6 Dinami
a dei difettiIl movimento dei difetti in una struttura regolare può avere varie 
ause:l'interazione 
on altri difetti, l'in�uenza delle 
ondizioni al 
ontorno, o lavariazione del parametro di 
ontrollo.4Per maggiori dettagli sull'interazione tra difetti si veda [3℄.



CAPITOLO 3. EQUAZIONE DI FASE E DIFETTI TOPOLOGICI 51Analizzare i sistemi 
on molti difetti è 
ompli
ato analiti
amente, quindia�ronteremo il problema del moto di un singolo difetto o di due o più difetti
he interagis
ono debolmente.Da adesso in poi 
i o

uperemo es
lusivamente di sistemi anisotropi 
ome laEHC.Abbiamo già visto 
he la RGL ammette una funzione di Lyapunov e per unsistema anisotropo tale funzione prende la seguente forma (usando i simbolidel 
apitolo 2)
F =

∫ ∫

dxdy
[

−ǫ |A|2 +
g0

2
|A|4 + |ξx∂xA|2 + |ξy∂yA|2

] (3.8)per una funzione di Lyapunov ri
ordiamo 
he vale
τ0
∂A

∂t
= −δF {A,A∗}

δA∗per ottenere l'equazione del moto si eguaglia l'espressione
∂F

∂t
= −→v · dF (Ad)

d−→xddove Ad è il 
ampo A del difetto e xd la sua posizione, 
on l'espressione
∂F

∂t
= −2τ0

∫

|∂tA|2 dx = −2τ0

∫

|−→v · ∇A|2 dxda 
ui si ottiene
v =

−dF (Ad)
d−→xd

ê

2τ0
∫

|ê · ▽A|2 dx
(3.9)in 
ui ê rappresenta il versore della velo
ità del difetto.Il denominatore della (3.9) è molto di�
ile da studiare analiti
amente, tut-tavia può essere 
al
olato sperimentalmente in laboratorio.3.6.1 �Climbing� e �gliding� nell'equazione isotropaNel 
aso di �
limbing�, ossia movimento di un difetto in una direzione paral-lela ai �rolls� (asse y), l'espressione (3.9) diventa:

v =
−dF (Ad)

dyd
ê

2τ0
∫

|∂yA|2 dx
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he la divergenza del denominatore èlogaritmi
a e può essere 
orretta utilizzando l'equazione di Landau-Ginzburg
ompleta; in questo modo otteniamo la seguente formula
vylog(

vy

v0

) ∝ 2k (3.10)dove vo è 
hiamata velo
ità di soglia e k = kc−q è la di�erenza tra il numerod'onda del pattern ideale e quello reale.A 
ausa dell'isotropia dell'equazione di Landau-Ginzburg per sistemi aniso-tropi il risultato (3.10) è valido per il �
limbing�, per il �gliding� e per ognialtro stato di moto intermedio.Possiamo quindi generalizzare l'equazione (3.10) 5
1

2
−→v log( |

−→v |
v0

) = τ ∧▽φ̃ (3.11)dove τ è un vettore diretto lungo z di modulo pari alla 
ari
a del difetto
n e il 
ampo φ̃ è il 
ampo di fase a 
ui è stato sottratto il 
ontributo deldifetto 
ome mostrato in [30℄ la velo
ità di soglia v0 = 3.29 è stata ottenutanumeri
amente.Quindi abbiamo 
ostruito una teoria in 
ui un difetto è un oggetto simile auna parti
ella 
he si muove in un 
ampo 
ostituito dal gradiente della fase.La (3.11) può essere utilizzata per studiare le interazioni tra difetti in tal
aso nel membro destro dell'equazione 
ompare il gradiente del 
ampo deglialtri difetti.Dalla forma dell'interazione (3.7) si può notare 
he 
he due difetti 
he simuovono in senso opposto sentono un'interazione radiale del tipo 1√

R
e−Rdove R è la distanza 
he inter
orre tra i due difetti.Questa relazione è valida �no a 
he R ∼ 2

v
, �no a tale distanza l'interazionepuò essere 
onsiderata prati
amente inin�uente; i due difetti si muoverannoquindi 
on velo
ità data dalla (3.11).5Il membro destro può essere ris
ritto an
he nella forma nÛ

−→
Q dove Û =

(

0 1
−1 0

)è un'operatore rotazione di π
2
e −→

Q = ▽φ̃ è il numero d'onda lo
ale [4℄



CAPITOLO 3. EQUAZIONE DI FASE E DIFETTI TOPOLOGICI 53Per distanze R ≤ 2
v
il 
ampo di fase è dato dalla (3.6) e per ottenere la nuovainterazione dobbiamo appli
are il gradiente; questo porta a un'interazioneradiale della forma 1
R
.Il moto dei difetti nella CGL non è altrettanto sempli
e dato 
he i difettipossono 
ompiere una moltepli
ità di moti diversi e addirittura formare deglistati legati, noi non esporremo la teoria ma 
i limiteremo a delle osservazioninumeri
he [4℄ 6.

6Nel 
aso b = c il moto dei difetti nella CGL si può ri
ondurre al moto nella RGL 
omemostrato in [4℄.



Capitolo 4Strutture 
oerenti nella CGL
4.1 Studio dell'equazione CGLIn questo 
apitolo a�ronteremo lo studio delle strutture 
oerenti nella CGL edel loro moto; tale teoria è molto 
ompli
ata e noi a�ronteremo solo qual
heaspetto basilare del problema.Infatti, 
ome abbiamo visto, la CGL non ammette una funzione di Lyapunove quindi molti dei risultati ottenuti nel 
apitolo pre
edente per il moto delledislo
azioni non sono validi.4.2 Simmetrie nella CGLNello studio delle strutture presenti nella CGL assumono un ruolo fondamen-tale le simmetrie; queste 
i 
onsentono di ridurre lo studio del problema a unset minimo di parametri indispensabili e a trovare numerose proprietà dellesoluzioni an
he senza 
onos
erne esattamente la forma espli
ita.Esaminiamo adesso al
une simmetrie della CGL:

• simmetria di fase o di �gauge� globale
A→ eiφA54



CAPITOLO 4. STRUTTURE COERENTI NELLA CGL 55
• trasformazione di �inversione�

A, b, c→ A∗,−b,−cgrazie a questa trasformazione possiamo limitar
i a studiare metà del piano
(b, c) dato 
he l'altro si ottiene da una banale trasformazione.

• invarianza galileianaUna simmetria molto importante della CGL 
he ha grandi ris
ontri nel-la dinami
a delle strutture, è l'invarianza �galileiana� 
he per sempli
ità laesporremo per l'equazione 1D:
x′ → x+ vt (4.1)
t′ → t (4.2)

A′(x′, t′) → A(x, t)e(x+ vt
2

)(i v
2
) (4.3)Per 
apire quando è valida questa simmetria ris
aliamo tutte le lunghezze diun fattore γ = 1/b in modo da ottenere la CGL nella forma

∂tA = A+ (γ + i)∂2
xA− (1 + ic) |A|2Aora per γ = 0 si può dimostrare usando le (4.1),(4.2),(4.3) 
he l'equazione èinvariante sotto trasformazioni di Galileo, mentre non lo è per tutti gli altrivalori.La rottura di questa simmetria porta a impli
azioni importanti per quantoriguarda il moto di al
une strutture della CGL 
ome vedremo nei prossimiparagra�.Tuttavia per queste simmetrie non vale, 
ome inve
e avviene in teoria di 
am-po, il teorema di Noether [27℄, 
he a�erma 
he a ogni simmetria 
orrispondeuna quantità 
onservata.
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ausa della assenza della funzione di Lyapunov nella CGL nonpossediamo un prin
ipio variazionale su 
ui basare la dinami
a.4.3 Strutture nella CGL 1DL'equazione CGL ammette soluzioni di tipo onda solitaria, ossia soluzio-ni lo
alizzate 
he traslano 
on velo
ità 
ostante mantenendo la loro formainvariata nel tempo.Queste soluzioni saranno per noi molto importanti visto 
he 
er
heremo dimodellare il fenomeno dell'os
illazione dei difetti (vedi 
ap 5) tramite lostudio del moto di al
une di esse.Partiamo studiando una CGL unidimensionale
∂tA = A+ (1 + ib)∂2

xA− (1 + ic) |A|2A (4.4)
er
hiamo soluzioni uniformemente traslanti della forma
A(x, t) = e−iωtÂ(ξ) (4.5)dove ξ = x − vt , Â(ξ) = a(ξ)eiφ(ξ) e dove v è la velo
ità di traslazionedella struttura e ω è la frequenza temporale; a questo livello entrambe sono
ostanti arbitrarie reali.Inserendo l'ansatz (4.5) nell'equazione (4.4) e sostituendo

q(ξ) = ∂ξφ

k(ξ) = ∂ξa/aabbiamo
∂ξa = ka

∂ξq = Q(a, q, k, b, c)

∂ξk = R(a, q, k, b, c)
he formalmente rappresentano un sistema dinami
o nella variabile pseudo-temporale ξ e le 
ui traiettorie nello spazio delle fasi sono le soluzioni unifor-



CAPITOLO 4. STRUTTURE COERENTI NELLA CGL 57memente traslanti dell'equazione originale e dove R e Q1 sono funzioni deiparametri dell'equazione originale.Consideriamo i punti �ssi 
he sono individuati dalla 
ondizione
∂ξa = ∂ξq = ∂ξk = 0questi possono essere di due tipi:1. �non lineari� o di tipo N: aN = cost, qN = cost, k = 0 
he 
orrispondonoa una soluzione di tipo onda dell'equazione originale.2. �lineari� o di tipo L: qL = cost , kL = cost, aL = 0 
he 
orrispondono auna soluzione evanes
ente dell'equazione originale.4.4 Strutture 
oerentiLe strutture 
oerenti unidimesionali possono essere 
ostruite adesso 
er
andotraiettorie etero
lini
he e omo
lini
he2 
he 
onnettono i vari punti �ssi.Le strutture trovate sono:

• �fronts�: 
onnette un punto �sso di tipo N a un punto �sso di tipo L
• �pulses�: 
onnette due punti di tipo L diversi
• �domain boundaries (sour
e, sinks)�: 
onnette due di�erenti punti �ssidi tipo N1Queste sono funzioni delle 
ostanti b e c; tuttavia per il nostro studio la loro formaespli
ita non è ne
essaria2Una traiettoria si di
e omo
lini
a se 
onnette asintoti
amente il medesimo punto.Altrimenti la traiettoria si dirà etero
lini
a.
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Figura 4.1: S
hema delle varie strutture unidimensionali nella CGL , υ̃g è lavelo
ità di gruppo delle onde nel sistema solidale 
on la struttura [3℄Sink e Sour
eI �sinks� e i �sour
es� sono soluzioni 
he 
onnettono asintoti
amente duesoluzioni di tipo onda3.Dato 
he, le soluzioni di tipo onda possono avere velo
ità di gruppo non nulla,possiamo avere vari tipi di strutture a se
onda della direzione delle velo
itàdelle onde ra

ordate.Se le velo
ità sono dirette verso l'interno (nel sistema di riferimento in 
ui lastruttura è ferma) avremo un �sink�, se inve
e le velo
ità sono dirette versol'esterno avremo un �sour
e�.Quindi i �sour
e� sono delle sorgenti 
he emettono onde, inve
e i �sink� sono
ome dei pozzi in 
ui vengono �assorbite� le onde piane e possono essere
onsiderati degli oggetti �passivi� dato 
he, a 
ausa del verso della velo
itàdelle onde 
he 
onnettono, essi non possono risedere in zone dello spazioadia
enti.In prin
ipio le strutture di tipo �domain boundaries� possono an
he essere 
o-3Noi non saremo interessati allo studio dei �front� e dei �pulse�
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ui velo
ità è diretta nella stessa direzione, tuttaviasi può dimostrare 
he queste strutture non esistono nella CGL 
ubi
a.4.4.1 Argomenti di 
onteggioE' possibile studiare la moltepli
ità delle soluzioni traslanti fa
endo riferi-mento ai 
osiddetti argomenti di �
onteggio�.Deve essere qui sottolineato 
he questo tipo di 
onteggio non può provarel'esistenza di un 
erto tipo di soluzione ne può stabilirne la dinami
a, madetermina la moltepli
ità dei parametri da 
ui dipende, assumendo 
he leequazioni non 
ontengano simmetrie nas
oste.Consideriamo per esempio delle traiettorie 
he vanno da un punto N �ssoad un altro L.Se N possiede nN direzioni instabili, 
i sono nN − 1 parametriliberi 
he 
aratterizzano il �usso nel sottospazio nN −dimensionale spazzatodai vettori instabili, insieme 
on i parametri ω e v, questo 
ondurrà a nN +1parametri liberi.Se L ha nL direzioni instabili la ri
hiesta 
he la traiettoria arrivi ortogonalealla varietà instabile 
i dà n = nN − nL + 1 parametri liberi.A questo punto per n < 0 le strutture non esistono, per n = 0 abbiamo un setdis
reto di strutture per n ≥ 1 inve
e abbiamo una famiglia di soluzioni a nparametri; tuttavia possono esistere delle simmetrie �nas
oste� 
he invalidanoil ragionamento e aumentano il numero di parametri liberi.Questa analisi prevede ad esempio 
he i �sour
e� esistano solo per un numerodis
reto di valori della loro velo
ità v; Nozaki e Bekki tuttavia hanno trovatouna famiglia di soluzioni di tipo �sour
e� 
he dipende 
on 
ontinuità da unparametro, in netto 
ontrasto 
on gli argomenti di 
onteggio.L'esistenza dei 
osiddetti Nozaki-Bekki �hole� ha portato a 
on
ludere 
he laCGL 
ubi
a possieda una qual
he simmetria nas
osta 
he è 
ausa di questoerrato 
onteggio.



CAPITOLO 4. STRUTTURE COERENTI NELLA CGL 604.5 Nozaki-Bekki �hole�La forma analiti
a dei sink e dei sour
e è, in generale, s
onos
iuta; tuttaviaesiste una sottofamiglia di sour
e unidimensionale per 
ui tale forma è notae prende il nome di Nozaki-Bekki �hole�.I Nozaki-Bekki �Hole� sono soluzioni della forma
ANB

v =
[

B̂∂ζϕv(kζ) + Âv
]

exp [iϕv(kζ) + iα̂v − iΩt] (4.6)
on
ϕ(kζ) = k−1ln(cosh(kζ))e

ζ = x− vte dove v è la velo
ità della struttura dove le lettere 
on il �
appu

io� sono
ostanti 
he dipendono da b e c e Ω e k sono parametri 
he dipendono inmaniera lineare da v2.Per l'equazione 
ubi
a di CGL si può dimostrare 
he tale velo
ità è
v = (b− c) (q1+q2), dove q1,2 sono i numeri d'onda asintoti
i; queste strutturesono una 
aratteristi
a dell'equazione 
ubi
a CGL.4.6 Distruzione dei Nozaki-Bekki �hole�Aggiungiamo adesso all'equazione (4.4) un termine di ordine 
inque

∂tA = A+ (1 + ib)∂2
xA− (1 + ic) |A|2A+

(

δ
′

+ iδ
′′

)

|A|4Aquesto termine è naturale 
onsiderando 
he la CGL 
ubi
a deriva da una�espansione debolmente non lineare�.Le simulazioni mostrano 
he gli �hole� sono a

elerati o distrutti per |δ|pi

olo ma �nito.In parti
olare si ha, per δ reale, 
he
[

∂tv

v

]

> 0 ⇔ δ > 0



CAPITOLO 4. STRUTTURE COERENTI NELLA CGL 61
[

∂tv

v

]

< 0 ⇔ δ < 0

Figura 4.2: Simulazioni tratte da [4℄ 
he mostrano le velo
ità degli �hole� alvariare dei parametri della CGL quinti
a. a),b),
) b=0.5 
=2.3 δ′

= 0, 0025d)b=0.21,
=1.3 δ′=-0,005dove v è la velo
ità della struttura.Nell'ultimo 
apitolo di questa tesi 
er
heremo di studiare numeri
amente larelazione tra il parametro δ e il periodo delle os
illazioni, 
er
heremo poidi 
onfrontarlo 
on un fenomeno �si
o 
he avviene nell'elettro
onvezione nei
ristalli liquidi.



CAPITOLO 4. STRUTTURE COERENTI NELLA CGL 624.7 Strutture nella CGL 2DL'equazione bidimensionale di Landau-Ginzburg possiede, oltre alle struttu-re quasi-1D analoghe a quelle esposte pre
edentemente, delle soluzioni 
heprendono il nome di �spirali�.Le spirali sono l'analogo dei �vorti
i� della RGL e sono dei difetti topologi
i;la forma di una spirale stazionaria di 
ari
a topologi
am in 
oordinate polariposte nel suo 
entro è
A(r, θ, t) = F (r)exp(i (−ωt±mθ + ψ(r))) (4.7)

Figura 4.3: Immagine di al
une spirali, in �gura il plot di Re(A)dove ω è la frequenza di rotazione della spirale, F (r) > 0 è l'ampiezza e ψ(r)è la fase.Sostituendo la (4.7) nella CGL si possono trovare le relazioni tra i parametri
b, c e la fase
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Figura 4.4: Al
une spirali nella CGL
lim
r→∞

∂rψ(r) = Qe la frequenza
ω = c+ (b− c)Q2dove Q è il numero d'onda asintoti
o �selezionato� dalla spirale; oltre allespirali, si formano an
he i �sink� 
he sono �pozzi� 
he assorbono onde.La forma di queste strutture è determinata dalla 
on�gurazione dei �sour
es�
ir
ostanti.Ris
aliamo ora la CGL in modo 
he γ = 1

|b|

∂tA = A + (γ + i)∆A− (1 + ic) |A|2A (4.8)
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Figura 4.5: Immagine ra�gurante una spirale (in alto a sinistra) e un �sink�(in basso a destra). Il plot rappresenta il |A| sui 
ui sono state sovrappostele linee di livello di arg(A) = 0,π [4℄Per γ = 0 l'equazione (4.8) possiede invarianza galileiana; questo signi�
a
he la trasformata, in senso galileiano, di una soluzione stazionaria è essastessa una soluzione per ogni velo
ità v [14℄.Quindi esiste un'intera famiglia di strutture 
he si muovono 
on velo
itàarbitraria v
A(r, θ, t) = F (

∣

∣

∣

−→
r′
∣

∣

∣
)exp

(

i

(

−ω′t+ θ + ψ(
∣

∣

∣

−→
r′
∣

∣

∣
) −

−→
r′−→v
2

)) (4.9)dove −→
r′ = −→r + −→v t e ω′ = ω + v2

4
.Per γ 6= 0 il termine ∼ γ∆A �distrugge� l'invarianza e 
ondu
e a un'a

ele-razione proporzionale a γv del nu
leo delle spirali.Per 0 < γ ≪ 1 possiamo aspettar
i 
he la soluzione (4.9) sia lievementeperturbata e obbedis
a a una equazione del moto della forma
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∂t
−→v + γK̂−→v = 0 (4.10)dove K̂ è un tensore 
he a 
ausa della isotropia della CGL deve soddisfare leseguenti proprietà
K11 = K22e
K21 = −K12da 
ui la relazione pre
edente può essere ris
ritta
∂tv̂ + γκv̂ = 0 (4.11)dove v̂ = vx + ivy e κ = K11 − iK21 è una 
ostante immaginaria 
he di-pende dai parametri dell'equazione e 
he purtroppo è di�
ile da 
al
olareanaliti
amente.Risolvendo l'equazione (4.11) si ha

v̂ = v̂(t = 0)e−γκtda 
ui
vx = Re

{

v̂(t = 0)e−iβt
}

e−αt

vy = Im
{

v̂(t = 0)e−iβt
}

e−αtdove α = γRe(κ) e β = γIm(κ).Dalle pre
edenti relazioni si vede 
he in generale il nu
leo 
ompierà unatraiettoria a spirale di raggio |v̂(t = 0)| e−αt.Da simulazioni numeri
he si osserva 
he le spirali stazionarie esistono soloper valori γ > γc, sotto questa soglia sono instabili rispetto all'a

elera-zione e 
ompiono un moto des
ritto, per pi

oli valori di γ, dall'equazione
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ome mostrato nella [4℄ da 
ui è tratto il diagramma di �gura (4.6) in
ui γ = 1
b
.

Figura 4.6: Diagramma di stabilità di una spirale:�
ore instability�(CI) insta-bile verso sinistra, EI �E
khaus instability�, �strong turbolen
e�(ST), �Os
il-latory regime� (OR) instabilità verso il basso. A sinistra della 
urva CI lespirali stazionarie sono instabili rispetto a a

elerazioni [4℄.



Capitolo 5Elettro
onvezione nei 
ristalliliquidi
5.1 Cristalli liquidiIl termine �
ristallo liquido� denota una famiglia di mesofasi 
he 
onsisto-no di mole
ole 
he presentano una anisotropia; a 
ausa di questa aniso-tropia mi
ros
opi
a una sostanza 
ome un 
ristallo liquido avrà una dire-zione preferenziale ma
ros
opi
a des
ritta da un vettore n̂ 
he 
hiameremodirettore.

Figura 5.1: Cristalli liquidi in fase smetti
aLe varie mesofasi di�eris
ono tra loro nell'orientamento posizionale dei 
entri67
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ole. Noi saremo interessati a una parti
olare fase 
he prende ilnome di fase �nemati
a� �gura (5.2).Questa fase è la �più simmetri
a� tra i 
ristalli liquidi ed è l'esempio piùsempli
e di un liquido uniassiale anisotropo.Sempre a 
ausa dell'anisotropia molte quantità �si
he di un 
ristallo liqui-do assumono una natura di tipo tensoriale; nella fattispe
ie per la 
ostantedielettri
a avremo
εij = ε⊥δij + εan̂in̂j (5.1)una relazione analoga vale per la 
ondu
ibilità elettri
a
σij = σ⊥δij + σan̂in̂j (5.2)dove εa = ε‖ − ε⊥ e σa = σ‖ − σ⊥ e ε‖, ε⊥, σ‖, σ⊥ sono rispettivamente la 
o-stante dielettri
a e la 
ondu
ibilità parallela e ortogonale all'asse individuatodal direttore.

Figura 5.2: Cristalli liquidi in fase nemati
a
5.2 Elettro
onvezione nei 
ristalli liquidi nema-ti
iI 
ristalli liquidi manifestano fenomeni di 
onvezione analoghi a quelli vistinella RBC se sottoposti a opportune 
ondizioni.
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riviamo in breve un esperimento volto a indagare la natura delle insta-bilità.Prendiamo un pi

olo volume di 
ristallo liquido 
on�nato tra due lastretrasparenti piane di vetro, tipi
amente di lato 10mm, la 
ui separazione èdell'ordine dei d ∼ 10 − 100µ.Le lastre in genere sono trattate in modo da favorire l'allineamento del diret-tore lungo la direzione x (�gura (5.3)); in tal 
aso parleremo di allineamento�planare�, altrimenti se il direttore è parallelo all'asse z l'allineamento sarà
hiamato �omeotropi
o�.Noi 
i o

uperemo dei 
ristalli liquidi in 
on�gurazione planare, poi
hé inquesto assetto il sistema è anisotropo nel piano x-y ed è rappresentato dauna equazione di Landau-Ginzburg isotropa (vedi 
ap 2).Poniamo degli elettrodi sulle due fa

e di vetro 
he delimitano lo strato diliquido e appli
hiamo
i una pi

ola di�erenza di pontenziale.Fin
hé la di�erenza si mantiene sotto una 
erta soglia Vc il 
ristallo rimarràin uno stato uniforme; superato Vc si 
reeranno dei moti 
onvettivi del tuttoanaloghi a quelli visti nella RBC, 
he daranno origine a dei �rolls�, vedi �gura(5.3).Come appare da questa breve des
rizione le analogie 
on la RBC sono evidentituttavia 
i sono ottimi motivi, sia teori
i 
he sperimentali, per preferire lostudio della EHC a quello della RBC.Nella EHC si ries
ono a raggiungere infatti maggiori �aspe
t ratio� ossia rap-porti maggiori tra le dimensioni del sample di 
ristallo e il suo spessore; perquesto motivo si vengono a generare an
he 1000 �rolls� perfettamente allinea-ti; in tali 
ondizioni sarà possibile pensare il nostro sistema 
ome �in�nito�nelle due dimensioni trasversali e l'in�uenza delle 
ondizioni al bordo saràminima.Dal punto di vista sperimentale, abbiamo una fa
ile a

essibilità dei parame-tri di 
ontrollo (frequenza, voltaggio) e s
ale ridotte sia temporalmente 
hespazialmente rispetto alla RBC.In�ne i pattern sono molto sempli
i da osservare visto 
he i moti interni al
ristallo danno origine a modulazione dell'indi
e di rifrazione.
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Figura 5.3: S
hema dei moti 
onvettivi nella EHC [3℄Tuttavia le equazioni 
omplete da studiare per spiegare la EHC sono mol-to 
ompli
ate e quindi per des
rivere il 
omportamento del sistema saràne
essario ri
orrere a un metodo perturbativo.Il metodo da noi usato è quello della �amplitude equation� (
ome esposto nel
ap 2), e una fenomenologia base è des
ritta dalla sempli
e RGL per sistemianisotropi.Come abbiamo notato pre
edentemente, questo metodo 
i 
onsente di des
ri-vere il fenomeno attraverso un'equazione universale in 
ui solo i parametrisono reminis
enti della vera natura del fenomeno. Tuttavia il 
al
olo esattodi questi parametri, a partire dalle equazioni basilari della teoria, è mol-to 
ompli
ato ed è stato portato a termine solo per un numero limitato disistemi.Nella nostra opinione, si deve 
onsiderare il metodo dell'equazione di am-piezza 
ome un �toy model� 
he può spiegare al
uni aspetti basilari del pro-blema 
he stiamo studiando; tuttavia non è 
he un punto di partenza per laspiegazione 
ompleta del fenomeno.L'universalità delle equazioni di ampiezza può essere 
ompresa euristi
amentenotando 
he molto probabilmente tali equazioni sono delle �forme normali�
he des
rivono la bifor
azione 
he avviene vi
ino alla soglia dell'instabilitàprimaria.In linea di prin
ipio quindi l'equazione (2.22) vale vi
ino alla soglia dell'in-stabilità primaria |ǫ| ≪ 1 e non sempre è in grado di spiegare le bifor
azioni
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ondarie ris
ontrate nei sistemi reali.Questo risultato non deve sorprendere in quanto la RGL possiede una fun-zione di Lyapunov e si
uramente non può spiegare una vasta fenomenologiadato 
he ha un singolo attrattore.Possiamo a�nare la nostra analisi utilizzando equazioni di ampiezza semprepiù 
ompli
ate aggiungendo termini non lineari di grado superiore; dobbiamotuttavia notare 
he ri
avando l'equazione di ampiezza abbiamo supposto unaseparazione tra le s
ale spaziali (lenta e velo
e) e quelle temporali. Quindinon sarà possibile in generale riprodurre tutti gli e�etti nelle nostre equazionia meno di non introdurre termini 
he a

oppiano le s
ale di lunghezza e les
ale temporali (termini non adiabati
i).5.3 �Williams rolls�I rolls nella EHC prendono an
he il nome di domini Williams (WD) o rollsdi Williams dal nome dello s
ienziato 
he per primo li osservò nel 1963.La strumentazione per la rilevazione dei pattern nella EHC è quella mostratain �gura (5.4).Sperimentalmente si osserva 
he la spaziatura dei �rolls� è 
ir
a dell'ordinedello spessore del �layer� d; per questo motivo il kc 
ontiene le informazionisulla dimensione trasversale del sistema.Il 
ristallo è posto in un termostato per evitare le variazioni delle 
ostantifondamentali 
ontenute nelle equazioni di ampiezza dovute a sbalzi termi
i.Un sistema 
ome quello des
ritto nel paragrafo pre
edente mostra fenome-ni 
onvettivi se sottoposto a una di�erenza di potenziale sia 
ontinua 
healternata.In genere è 
onsuetudine stimolare la 
onvezione usando una di�erenza dipotenziale alternata per
hé i pattern sono più regolari; 
osì fa
endo otteniamoun ulteriore parametro di 
ontrollo: la frequenza di os
illazione del 
ampoelettri
o.
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Figura 5.4: S
hema dell'apparato sperimentale [12℄La 
onvezione avviene tuttavia solo se si veri�
ano 
erte relazioni tra la RMSdel potenziale e la sua frequenza 
ome riportato in �gura (5.5) .5.4 Fenomenologia dei pattern e instabilitàse
ondarieCome abbiamo visto pre
edentemente nella EHC è possibile rompere lo statodi equilibrio aumentando il potenziale oltre una 
erta soglia Vc.Le prime strutture 
he in
ontriamo dopo la rottura dello stato stazionariosono i domini di William (WD) �gura (5.6).Se aumentiamo ulteriormente la di�erenza di potenziale abbiamo l'insorgen-
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Figura 5.5: S
hema dei pattern al variare della frequenza e del RMS delvoltaggio appli
ato [3℄za di instabilità se
ondarie e dai WD 
he diventano instabili si 
reano i��u
tuating William domain� (FWD) �gura (5.6) .Aumentando an
ora il voltaggio si vengono a 
reare delle strutture 
hiamate�
ellular 
onve
tion� o GP, e in�ne, superando una 
erta soglia abbiamo unregime di tipo turbolento 
hiamato DSM(Dinami
 S
attering Mode).Al
uni pattern molto interessanti da studiare sono i �propagating WD� 
he siosservano oltre una soglia di frequenza del voltaggio esterno e 
he sono WDnon stazionari (TWD).Noi 
i o

uperemo solo delle instabilità di tipo WD, FWD e TWD 
he sonole tipologie più 
omuni e la 
ui des
rizione rappresenta uno dei maggiorisu

essi della teoria dell'equazione di ampiezza.Una parti
olarità degli WD è 
he possono presentarsi non ortogonali al di-rettore; in tal 
aso prenderanno il nome di �rolls obliqui�. Tuttavia, visto 
heun sistema anisotropo non distingue tra sinistra e destra, sono possibili siarolls di tipo �zig� 
he di tipo �zag� 
ome mostrato in �gura (5.7).Le osservazioni mostrano 
he sono possibili an
he pattern 
he 
onsistono insovrapposizioni di �rolls� �zig� e �zag� 
he 
hiameremo �zig-zag� vedi �gura(2.4).
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(a) Domini di Williams WD (b) Domini di Williams Fluttuanti FWDFigura 5.6: Foto dei domini di Williams [12℄5.5 Os
illazioni dei difetti topologi
iCome abbiamo pre
edentemente osservato, sopra la soglia dell'instabilità pri-maria in un 
ristallo liquido si possono formare dei difetti o dislo
azioni la
ui natura è spiegata relativamente bene dall'equazione di ampiezza RGL.Sperimentalmente si osserva un moto di tipo os
illatorio da parte di questedislo
azioni 
on periodi molto lunghi (dell'ordine dei 150 se
ondi) 
he nonsono spiegati dall'equazione 
ubi
a di Landau-Ginzburg.Le os
illazioni avvengono, an
he se 
on ordini di grandezza diversi, in en-trambe le direzioni (�
limbing� e �gliding�) 
ome mostrato in �gura (5.8).La natura di questo fenomeno è tuttora s
onos
iuta e tuttavia esso non av-viene nella RBC; la spiegazione potrebbe, quindi, risiedere nella anisotropiadel sistema. Il nostro intento è quello di provare a dare una spiegazionebasilare del fenomeno in
ludendo un termine di ordine 
inque nell'equa-zione 
omplessa unidimensionale e studiando al
uni regimi dell'equazionebidimensionale.
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Figura 5.7: Rolls di tipo �zig� e �zag�

Figura 5.8: a) Velo
ità di �gliding� b) Velo
ità di �
limbing� [12℄
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Figura 5.9: Traiettoria 
ompiuta da un difetto os
illante per frequenze di 9e 14 Hz del 
ampo esterno [12℄



Capitolo 6Algoritmi per la simulazione
Come abbiamo visto il �usso integrale per la CGL non è noto, è quindinaturale sviluppare degli algoritmi e�
ienti per risolvere numeri
amente leequazioni di ampiezza des
ritte nei 
apitoli pre
edenti.In generale è possibile risolvere tali equazioni 
on il metodo delle �di�erenze�nite�; tuttavia tale metodo è impre
iso e 
omputazionalmente molto lento.Proporremo in seguito due metodi entrambi basati su algoritmi spettrali (
ioèbasati sulla trasformata di Fourier) 
he risultano essere molto e�
ienti e 
oni quali sono state implementate le nostre simulazioni.6.1 �Split-step�Questo algoritmo è noto in letteratura an
he 
ol nome di �leap-frog� [9℄ e noilo appli
heremo alla soluzione di un'equazione di Landau-Ginzburg 
omplessabidimensionale

∂A

∂t
= (1 + ib)∇2A+ A− (1 + ic) |A|2A (6.1)soggetta a 
ondizioni al 
ontorno periodi
he nel quadrato [0, 2π]2, dove b e csono 
ostanti reali.

77



CAPITOLO 6. ALGORITMI PER LA SIMULAZIONE 786.2 �Splitting� dell'equazioneL'equazione (6.1) è della forma
∂A

∂t
= HA = (T + V )Adove T e V sono due operatori la 
ui somma sia H .La soluzione dell'equazione si può s
rivere a partire da una 
ondizione iniziale

A(t = 0):
∂A

∂t
= etHA(0)
on ovvio riferimento al propagatore di S
hrodinger tempo dipendente.Ora sappiamo 
he in generale

et(T+V ) 6= etT etVtuttavia se siamo interessati a una formula di tipo approssimato possiamos
rivere
et(T+V ) = etT · etV +O(t2)oppure

et(T+V ) = etV/2 · etT · etV/2 +O(t3) (6.2)questa prende il nome di formula di Trotter.Quindi abbiamo visto 
he possiamo s
rivere l'evoluzione temporale dell'equa-zione 
ompleta sotto forma di prodotti delle evoluzioni delle sottoequazionia meno di O(t3).De�niamo
ζT (t) = etTe
ζV (t) = etVA questo punto se 
er
hiamo un algoritmo di ordine O(t3) dobbiamo solospezzare l'equazione (6.1) in due equazioni fa
ilmente risolvibili.Se s
egliamo
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T = (1 + ib) ▽2 A (6.3)

V = A− (1 + ic)A |A|2 (6.4)possiamo risolvere analiti
amente le due equazioni.Se prendiamo la (6.4) e s
omponiamo la dinami
a di A = Reiθ nella dinami
adel modulo e della fase abbiamo 
he
dR

dt
=
(

R− R3
)

dθ

dt
= −cR2La prima equazione si integra moltipli
ando entrambi i membri per R estudiando l'evoluzione in funzione di R2 da 
ui abbiamo

R(t) =
R(0)et

√

1 − R2(0) +R2(0)e2tla se
onda sostituendo il risultato della prima e poi integrando il tutto
θ(t) = θ(0) − c

2
ln
(

1 −R2(0) + R2(0)e2t
)da 
ui l'evoluzione di A se
ondo l'equazione (6.4) è:

A =
R(0)et

√

1 − R2(0) +R2(0)e2t
ei[θ(0)− c

2
ln(1−R2(0)+R2(0)e2t)] (6.5)L'equazione (6.3) può inve
e essere risolta in trasformata di Fourier in ma-niera naturale, dato 
he il sistema è periodi
o per 
ostruzione

A(−→x , t) =
∞
∑

kx,ky=−∞
fk(t)e

i
−→
k −→xe l'equazione (6.4) si ridu
e a un sistema di equazioni

dfk

dt
= −

∣

∣

∣

−→
k
∣

∣

∣

2

(1 + ib)fk ∀−→kdove −→
k = (kx, ky), 
he ha 
ome soluzione

fk(t) = fk(0)e−|
−→
k |2(1+ib)t ∀−→k (6.6)Con le due soluzioni (6.5), (6.6) possiamo 
ostruire l'algoritmo (6.2).Naturalmente per risolvere l'equazione dobbiamo provvedere a fare una di-s
retizzazione spaziale dividendo la variabile spaziale in intervalli ∆x = 2π

N
;
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orrisponde in trasformata di Fourier a porre fk = 0 per tutte lefrequenze dello spettro 
on k > N/2.Quindi assumeremo 
he il numero N sia su�
ientemente grande da potertras
urare l'errore dovuto alla dis
retizzazione e 
he quindi l'uni
o erroredell'algoritmo è quello 
he deriva dalla (6.2) 1.Possiamo riassumere s
hemati
amente un singolo �time-step� dell'algoritmo:
A(t+ ∆t) = ζV (

∆t

2
) ◦ F−1 ◦ ζT (∆t) ◦ F ◦ ζV (

∆t

2
)A(t)dove F e F−1 sono rispettivamente la trasformata e l'antitrasformata diFourier2.6.3 �Exponential time-step�Esponiamo ora un metodo alternativo, sempre basato sulle trasformate diFourier [11℄, per risolvere equazioni del tipo

∂A

∂t
= cA+ F (A, t) (6.7)dove F (A, t) è una qualsiasi funzione non lineare.Partiamo moltipli
ando entrambi i membri per ect e integriamo tra 2 valoritemporali tne tn+1 = tn + h.Integrando per parti il membro sinistro dell'equazione abbiamo

A(tn+1) = A(tn)ech + ech

∫ h

0

e−cτF (A(tn + τ), tn + τ)dτ (6.8)si noti 
he, per il momento, non si sono fatte approssimazioni.L'uni
o l'errore di questo metodo è 
ontenuto nel 
al
olo numeri
o dell'inte-grale 
he 
ompare nell'equazione (6.8).Se approssimiamo l'integrando1Numeri
amente si osservano delle �uttuazioni numeri
he 
he possono 
omprometterele misurazioni già per valori L
N

∼ 5.2Le trasformate di Fourier sono state eseguite utilizzando l'algoritmo FFTimplementato in Matlab
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F = Fn + τ

(Fn − Fn−1)

h
+O(h2)dai 
al
oli dell'integrale 
ontenuto nella (6.8) abbiamo 
he

A(tn+1) = A(tn)ech + F (A(tn))

(

(1 + hc) ech − 1 − 2hc

hc2

)

+

+F (A(tn−1))

(

1 + hc− ech

hc2

) (6.9)6.4 Appli
azione dell' �exponential time-step�all'equazione di Landau-GinzburgL'equazione di Landau-Ginzburg può essere ri
ondotta alla forma (6.7).Appli
ando la trasformata di Fourier ad entrambi i membri dell'equazione(6.1) abbiamo
∂Â

∂t
= −(1 + ib) |k|2 Â+ Â− (1 + ic)F(|A|2A)dove Â = F(A) è la trasformata di Fourier di A.possiamo identi�
are c = −(1 + ib) |k|2 + 1 una volta fatto questo si appli
alo studio svolto nel paragrafo pre
edente.Da notare 
he la trasformata Fourier del termine non lineare può essere
al
olata solo numeri
amente.Questo metodo è tanto più e�
iente quanto più la 
ostante c è grande invalore assoluto e negativa: questa 
ondizione è 
iò 
he vogliamo dato 
he, inlinea di prin
ipio, i k dell'equazione vanno da zero all'in�nito.Per |c| ≫ 1 otteniamo gli sviluppi

A ∼ −F
c
− 1

c2
dF

dtmentre per c −→ 0 abbiamo una divergenza illusoria; infatti, se sostituiamo losviluppo (6.9) 
on il suo limite, otteniamo i 
oe�
ienti di �Adams-Bashforth�
ome mostrato in [11℄, quindi lo sviluppo diventa
A(tn+1) = A(tn)ech +

3

2
hF (A(tn)) − h

2
F (A(tn−1))



Capitolo 7Risultati delle simulazioni
7.1 IntroduzioneIn questo 
apitolo saranno mostrati i risultati delle risoluzioni numeri
he delleequazioni di ampiezza sia reali (RGL) 
he 
omplesse (CGL).Per quanto riguarda lo studio dell'equazione 
omplessa 1D saranno mostratial
uni fotogrammi 
he illustrano i regimi prin
ipali e le loro proprietà.L'aggiunta di un termine di ordine 
inque nella CGL 1D porta, 
ome mostra-to in [4℄ , a delle a

elerazioni dei Nozaki Bekki �hole� 
he in al
uni �range�di parametri possono 
ompiere dei moti periodi
i; per questo fenomeno sonostati misurati i periodi al variare del 
oe�
iente del termine quinti
o per poi
onfrontarli 
on un fenomeno 
he avviene tipi
amente nei 
ristalli liquidi:le os
illazioni spaziali dei difetti. Cer
heremo di 
apire se questo 
ompor-tamento dei Nozaki Bekki �hole� può in qual
he modo spiegare l'ordine digrandezza delle os
illazioni 
he abbiamo illustrato in (
ap 5.5).Per quanto riguarda inve
e l'equazione bidimensionale sono stati studiatii vari regimi della CGL 
er
ando di veri�
are numeri
amente le previsioniteori
he riguardanti le interazioni tra difetti topologi
i di 
ari
a opposta.In�ne sono stati studiati i tassi di nu
leazione e anni
hilazione dei difetti infunzione dei parametri dell'equazione 
omplessa.In tutte le simulazioni bidimensionali è stato s
elto di utilizzare le lunghezze82
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orrelazione ξx = 3 e ξy = 1 per
hé questo è il rapporto 
he si misuratipi
amente in un 
ristallo liquido.Inoltre è stato s
elto, per non in
orrere in errori numeri
i, di limitare lesimulazioni a �
ampioni� di lunghezza L = 100 − 200 e N = 128 − 256 perl'equazione bidimensionale e di 512 per quella unidimensionale, in modo 
heil parametro L
N
< 1 .Per valori di L

N
∼ 5 si possono osservare infatti e�etti numeri
i 
he modi�
anosensibilmente le traiettorie dei difetti topologi
i, dando 
ome falso risultatoun'os
illazione spaziale nella direzione relativa alla lunghezza di 
orrelazionemaggiore.Il numero di punti del reti
olo è stato s
elto potenza di due in quanto la �FastFourier Transform� è parti
olarmente e�
iente su reti
oli 
osì 
ostituiti.In�ne dobbiamo dire 
he molti 
omportamenti dell'equazione della CGL 
om-paiono solo se l'equazione parte da opportune 
ondizioni iniziali; infatti lesingole soluzioni delle equazioni non hanno un �raggio di attrazione� in�ni-to quindi la loro 
omparsa o meno dipende dalle 
ondizioni di partenza delsistema.Queste 
onsiderazioni illustrano il limite dello studio numeri
o di un'equa-zione 
ome la CGL, questo tuttavia attualmente è uno degli strumenti piùvalidi 
he abbiamo per s
oprire il 
omportamento di questo sistema.Un'ultima 
onsiderazione riguarda il rapporto tra gli esperimenti e que-sta teoria fenomenologi
a; negli esperimenti infatti per identi�
are i difet-ti e studiarne il moto, si usa �demodulare� il pattern portante da quellorappresentato dalla soluzione dell'equazione di ampiezza.Col nostro appro

io questo non è ne
essario dato 
he noi possiamo osservaredirettamente l'equazione di ampiezza. Quindi abbiamo ridotto lo studio deidifetti nella EHC a quelli nelle equazioni di ampiezza; 
ome abbiamo notatoprima infatti 
'è una separazione 
ompleta delle s
ale; nel nostro appro
-
io, il valore del numero 
riti
o del pattern portante non può avere nessunain�uenza sul moto dei difetti.
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omplessa di Landau-GinzburgunidimensionaleStori
amente le simulazioni unidimensionali hanno avuto un ruolo molto im-portante soprattutto a 
ausa del fatto 
he è possibile rappresentare l'evolu-zione temporale di un sistema in un plot bidimensionale; questo, ad esempio,ha portato alla s
operta delle strutture 
oerenti ; inoltre molti sistemi posso-no a tutti gli e�etti essere trattati 
ome sistemi unidimesionali nonostante ilsistema �si
o sia bidimensionale o tridimensionale.

Figura 7.1: Diagramma di fase dell'equazione 
omplessa di Landau-Ginzburg1D. La regione 
hiamata �Bi
haos� manifesta sia fenomeni di �turbolenzamediata da difetti� 
he �turbolenza della fase� a se
onda delle 
ondizioniiniziali. La linea BF rappresenta la 
urva limite dell'instabilità di Benjamin-Feir: aldisopra di questa 
urva tutte le onde piane sono instabili [26℄.Noi abbiamo e�ettuato studi di al
uni regimi signi�
ativi dell'equazione diLandau-Ginzburg 
omplessa unidimensionale
∂tA = A+ (1 + ib)∂2

xA− (1 + ic) |A|2A (7.1)
on N = 512 e dt = 0.1 seguendo il diagramma di fase della CGL 
he è statori
avato nella [15℄ ed è mostrato in �gura (7.1); vediamo le 
aratteristi
he dial
uni regimi des
ritti nel diagramma di fase:
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• Turbolenza mediata da difetti b, c = 2,−2

(a) modulo di A

(b) fase di AFigura 7.2: Immagine del regime �turbolenza mediata da difetti�Questo regime è 
aratterizzato da difetti (regioni blu), 
ioè punti in 
ui |A| =

0, in �gura (7.2) si possono notare la 
reazione e la distruzione 
ontinuadi essi; inoltre osservando la fase del �sample� si notano 
ontinui salti in
orrispondenza della posizione di un difetto topologi
o.Dalle simulazioni abbiamo 
he tale regime è persistente almeno per 500 istanti
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ome è testimoniato dall'andamento del numero di difettiin funzione del tempo 
he è 
ir
a 
ostante (�gura (7.4)).
• Turbolenza della fase b, c = 2,−1

(a) modulo di A

(b) fase di AFigura 7.3: Immagine del regime �Turbolenza della fase�In questo regime l'ampiezza non è dinami
amente attiva e non raggiunge maiil valore 0, quindi non abbiamo la 
reazione di nessun difetto; la fase, inve
e,èdinami
amente attiva e non subis
e dis
ontinuità 
ome mostrato in (7.3).
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on un 
erto numero di difetti si nota 
he il loronumero tende a zero dopo un 
erto tempo (�gura (7.5)).

Figura 7.4: Numero di difetti in funzione del tempo per il regime �turbolenzamediata da difetti�

Figura 7.5: Numero di difetti in funzione del tempo per il regime �turbolenzadella fase�
• No �
haos� b, c = 0, 1.5Oltre alle onde piane, l'equazione (7.1) ammette varie strutture 
oerenti;
ome si vede nella �gura (7.6) sono presenti delle strutture stazionarie 
he inquesto 
aso sono stabili.
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(a) modulo di A

(b) parte reale di AFigura 7.6: Gra�
o di |A| in 
ui si notano (in blu) al
une strutture 
oerentidi tipo �hole�, al
une di esse, 
ome si vede vengono distrutte nel 
orso del-l'evoluzione. In una dimensione infatti i difetti non ne
essariamente devonoapparire e s
omparire in 
oppie
• Intermittenza spazio-temporale b, c = 0,−3Questa è un regime intermedio tra la �turbolenza mediata dai difetti� e lafase �no 
haos�. Molte 
ondizioni iniziali sono attratte da onde piane, è tutta-via possibile trovare delle 
ondizioni iniziali 
he generano 
omportamenti diintermittenza 
ome quelli trovati nel regime �turbolenza mediata dai difetti�
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khaus generalizzataCome abbiamo visto nel 
apitolo 2, nel regime non 
aoti
o non tutte le ondepiane sono stabili, ma lo sono solo quelle il 
ui numero d'onda k rispetta il�
riterio di E
khaus generalizzato� :
k2 <

1 + bc

3 + bc + 2c2le onde 
he non rispettano questa relazione sono instabili e tendono a de
a-dere in onde �E
khaus stabili�; il fenomeno interessante 
he avviene in questi
asi è 
he il sistema per diminuire il proprio numero d'onda, genera dei difetti
he saranno quindi �mediatori� nel raggiungimento dell'equilibrio.Ad esempio, per il 
aso unidimensionale, questo può essere visualizzato guar-dando l'evoluzione 
he parte da uno stato �E
khaus instabile�.Per b, c = 1, 2 abbiamo un numero d'onda limite pari a ∼ 0.48 , se partiamoda un'onda piana 
on numero d'onda k = 0.7 abbiamo l'evoluzione mostratain �gura (7.7).
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(a) modulo di A

(b) parte reale di AFigura 7.7: Evoluzione temporale a partire da uno stato �E
khaus instabile�di un'onda, si può notare la 
omparsa di al
uni difetti 
he sono mediatori nelraggiungimento della stabilità7.2.2 Os
illazioni nel modello unidimensionaleCome abbiamo pre
edentemente detto (
ap 4) aggiungendo un termine quin-ti
o all'equazione 
ubi
a di CGL 1D, si osservano, per valori molto pi

oli enegativi del parametro δ, dei moti os
illatori dei Nozaki-Bekki �hole�.
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Figura 7.8: In �gura vediamo la traiettoria os
illatoria di un difetto visualiz-zata tramite l'evoluzione temporale di |A|, in as
issa abbiamo il tempo e inordinata la posizione del difettoIn questo appro

io tratteremo il termine quinti
o 
ome una perturbazione,
ioè supporremo 
he valgano an
ora le 
onsuete leggi di s
ala e 
he i regimidell'equazione rimangano invariati.La nostra equazioni diventa quindi
∂tA = A+ (1 + ib)∂2

xA− (1 + ic) |A|2A + δ |A|4ASe adesso �ssiamo, b = 0.21 e c = 1.3, abbiamo delle os
illazioni regolari 
omemostrato in [4℄. Abbiamo studiato numeri
amente al variare del parametro
δ < 0 il periodo, i valori 
he si ottengono sono riportati in tabella (7.1).
Confronto 
on gli esperimentiSe supponiamo 
he valgano le leggi di s
ala mostrate nel 
apitolo 2, possiamoriottenere dai tempi simulati i tempi �reali� usando la 
onversione:

t→ τ0
t

|ǫ|
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ondi-0.01 1 63 se
-0.007 1.39 88 se
-0.005 1.7 107.1 se
-0.0025 2.4 151.2 se
-0.0001 3.9 245.7 se
Tabella 7.1: Relazione tra δ e il periodo dell'os
illazione. Il periodo è statomisurato usando 
ome unità di misura il periodo ottenuto per δ = −0.01,
he equivale a 180 istanti di tempo simulato

Figura 7.9: Gra�
o dell'andamento del periodo in funzione di δper un 
ristallo liquido (MBBA) a temperatura T = 23, 4 C

τ0 ∼ 0.056secdall'esperimento illustrato nel 
apitolo 5 ǫ = 0.160, questo porta a un fattoredi 
onversione di 0.35 è il fattore per 
ui dobbiamo moltipli
are i periodi perottenere i tempi in se
ondi mostrati in tabella (7.1).Questo indi
a 
he le os
illazioni sono dello stesso ordine di grandezza di quellemisurate, tuttavia prima di poter dire 
he questo modello può rappresentareil fenomeno in questione, si dovrebbero eseguire degli esperimenti volti amisurare il 
oe�
iente δ.



CAPITOLO 7. RISULTATI DELLE SIMULAZIONI 93Inoltre per quanto visto nel 
apitolo 5, per sua natura stessa il fenomeno èbidimensionale, dato 
he le os
illazioni avvengono in entrambe le direzioni,quindi questa può essere una spiegazione soltanto parziale.7.3 Equazione reale di Landau-GinzburgbidimensionaleLa RGL è l'equazione utilizzata �
lassi
amente� nella des
rizione delle insta-bilità Is, in parti
olare è stata impiegata 
on su

esso nella des
rizione dellaRBC (nella sua versione per sistemi isotropi) e nella EHC nella versione danoi studiata.Noi abbiamo eseguito delle simulazioni dell'equazione di Landau-Ginzburgreale
∂tA = A + ξ2

x∂
2
xA+ ξ2

y∂
2
yA− |A|2Asu un dominio quadrato di lato L = 100 e ξx = 3 e ξy = 1 su un reti
olo di

N = 128∗128 punti, 
on dis
retizzazione temporale dt = 0.1 e 
on un kc = 2.Le 
ondizioni al 
ontorno sono periodi
he e mentre quelle iniziali random.Come abbiamo visto pre
edentemente, il 
ampo �si
o, se
ondo �l'espansionedebolmente non lineare�, è
U ∝ eikcxA + c.c.Come si vede la RGL può spiegare un pro
esso di anni
hilazione tra 2 difettitopologi
i di 
ari
a opposta 
ome mostrato in �gura (7.13); più avanti inquesto 
apitolo 
i o

uperemo di studiare più approfonditamente la formadell'interazione.Tuttavia i difetti, in questa equazione possono apparire solo 
ome un tran-siente, infatti il sistema non è in grado di produrre le �uttuazioni ne
essariealla loro nas
ita, quindi per spiegare fenomeni 
ome la 
ontinua 
reazione eanni
hilazione di difetti si deve far ri
orso alla CGL 
he manifesta fenomenidi �
haos spazio-temporale�.
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Figura 7.10: Foto di |A| in 
ui si possono notare due difetti topologi
i7.4 Equazione 
omplessa di Landau-GinzburgbidimensionaleL'equazione 
omplessa di Landau-Ginzburg può essere vista 
ome la più sem-pli
e estensione della RGL 
he 
onsenta modulazione al pattern portantenello spazio e nel tempo.
∂tA = A + (1 + ib)(ξ2

x∂
2
xA+ ξ2

y∂
2
yA) − (1 + ic) |A|2ANoi la utilizzeremo 
ome equazione di ampiezza per i pattern non staziona-ri, sebbene, rigorosamente parlando, per des
rivere pattern os
illatori nellospazio e nel tempo avremmo dovuto usare le equazioni (2.29) e (2.30).Tuttavia abbiamo ipotizzato, per motivi di sempli
ità, di studiare un regime
hiamato �single mode� g1 > 1 in 
ui una delle due equazioni viene �soppressa�e l'equazione 
he des
rive l'evoluzione del pattern è una CGL.In opposizione al regime �single mode� abbiamo un regime 
hiamato �bimo-dale� in 
ui entrambe le equazioni di ampiezza hanno un ordine di grandezzaparagonabile e in 
ui dobbiamo realmente far uso dell'equazione di ampiezza

I0.In questo senso, questa tesi può essere 
onsiderata 
ome uno studio feno-
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Figura 7.11: Disegno ra�gurante il|A| 
he evidenzia la presenza di due difettimenologi
o della CGL 
ome un'equazione di ampiezza, 
he estende la RGLmantenendone però gli aspetti basilari.Noi 
i siamo 
on
entrati prin
ipalmente sullo studio dei difetti e sul loromoto nella CGL, quindi illustreremo nei paragra� su

essivi i metodi e glialgoritmi 
he 
i hanno 
onsentito di studiare tale 
omportamento.Una di�erenza sostanziale tra i difetti topologi
i della RGL e della CGL stanel fatto 
he nella RGL i difetti hanno la forma di �vorti
i� mentre nellaCGL prendono la forma di �spirali� (
ap 4), noi tuttavia siamo interessati adegli oggetti di topologia non banale, quindi questa di�erenza non 
ambia lamaggior parte delle 
onsiderazioni da noi fatte.Identi�
azione dei difettiPer misurare la traiettoria dei difetti è stato impiegato un algoritmo 
he prov-veda al loro ri
onos
imento e alla loro identi�
azione nel 
orso dell'evoluzionetemporale.Un sistema, in 
ui sono presenti dei difetti, appare, se osserviamo |A|, 
o-me mostrato in �gura (7.10), ossia una sorta di �sfondo� piatto in 
ui sonopresenti delle voragini.
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Figura 7.12: Pattern 
on kc = 2 ottenuti disegnando U in 
ui si nota lapresenza di due difettiPer ri
onos
ere tali strutture è stata impiegata una funzione 
he identi�
aoggetti formati da almeno 4 pixel1. In questo modo è stato possibile trovarea ogni istante la posizione dei difetti sullo s
hermo e 
ontare il loro numero.Tuttavia il problema di determinare l'identità di un singolo difetto, durante lasua evoluzione temporale, è in linea di prin
ipio irrisolubile senza fare l'ipotesi
he la velo
ità di 
ias
uno sia minore di una 
erta soglia; tale soglia è statadeterminata empiri
amente attraverso l'osservazione e il test dell'algoritmo.L'errore di misura della posizione di questo algoritmo, se adeguatamente
orrelato a osservazioni, è stato ridotto alla sola dimensione del nu
leo deldifetto 
he 
ome visto prima dipende dalle lunghezze di 
orrelazione.La forma del nu
leo è quella mostrata in (2.19) e in �gura (7.14) possiamovedere il suo �pro�lo� ; la dimensione del nu
leo è dell'ordine della lunghezzadi 
orrelazione (per la stima dell'ordine di grandezza del nu
leo dei difettinella CGL questa formula può essere ritenuta 
omunque valida).Quindi supporremo 
he l'errore dell'algoritmo sia doppio della lunghezza di
orrelazione più grande ±2ξx ∼= ±6.L'errore nel 
onteggio del numero dei difetti dell'algoritmo è di�
ile da sti-1Questo algoritmo è basato sulla funzione �bwlabel� implementata in Matlab
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(a) t=1 (b) t=2

(
) t=3 (d) t=4Figura 7.13: Interazione tra difetti topologi
i di 
ari
a opposta nella RGLmare possiamo supporre 
he gli uni
i errori derivino dal 
onteggio di 
oppiedi difetti 
he stanno per anni
hilirsi o 
he sono appena state nu
leate, in que-sto 
aso possiamo supporre tuttavia 
he questo fenomeno non avvenga perpiù di tre 
oppie alla volta quindi possiamo stimare un errore di 
onteggiodei difetti±3.Condizioni inizialiNello studio numeri
o di un'equazione 
ome la CGL è molto importantes
egliere le 
ondizioni iniziali da 
ui il nostro sistema evolve.
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Figura 7.14: Immagine ra�gurante il pro�lo di un difetto nell'equazione reale
on ξx = 1Infatti per studiare le interazioni è ne
essario selezionare una 
ondizione ini-ziale 
he porti alla nas
ita di po
hi difetti. In 
aso 
ontrario il moto di 
ias
undifetto risentirà e

essivamente delle interazioni 
on i difetti 
ir
ostanti e saràmolto di�
ile prendere misure signi�
ative.Per selezionare delle 
ondizioni iniziali ottimali esistono dei 
riteri di mas-sima 
he possono essere generalizzati per 
reare il numero desiderato didislo
azioni.Se ad esempio vogliamo 
reare un difetto topologi
o, possiamo fare in modotale da imporre una 
ondizione iniziale 
he generi un �salto di fase� di 2π;al 
entro di questo salto di fase il sistema, per 
oerenza, evolverà in po
hiistanti in un difetto topologi
o di 
ari
a unitaria.Per fare questo possiamo, ad esempio, selezionare le 
ondizioni iniziali nellaseguente maniera: dividiamo la matri
e iniziale in 4 quadranti e in ogniquadrante assegniamo i seguenti valori 
ostanti 
ome mostrato in �gura (7.15)e in tabella (7.2):Questo me

anismo può essere generalizzato per generare due difetti: divi-diamo la matri
e 
ome mostrato in tabella (7.3)Tuttavia questi metodi non danno i risultati desiderati se si stanno utilizzan-
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he favoris
ono la nas
ita di un difettotopologi
oRe(A)=0,Im(A)=1 Re(A)=1,Im(A)=0 Re(A)=0,Im(A)=1Re(A)=-1,Im(A)=0 Re(A)=0,Im(A)=-1 Re(A)=-1,Im(A)=0Tabella 7.3: Condizioni iniziali 
he favoris
ono la nas
ita di due difettitopologi
ido 
ondizioni al 
ontorno periodi
he: infatti 
on tali 
ondizioni il �
ampione�è 
ome prolungato periodi
amente �in�nite volte� e quindi vi
ino ai bordi sivengono a 
reare delle dis
ontinuità 
he danno origine a nuovi difetti; si avràquindi un difetto �indesiderato� per ogni lato del �
ampione�.Utilizzando delle 
ondizioni di ra

ordo è 
omunque possibile salvare in partequesto metodo e utilizzare queste 
ondizioni iniziali per studiare l'interazionetra due o più difetti.Tuttavia studiare un singolo difetto in un sistema 
on 
ondizioni al 
ontornoperiodi
he è impossibile a 
ausa 
onservazione della fase, 
he impone 
he idifetti 
ompaiano in 
oppie.Per altri tipi di 
ondizioni iniziali quali le 
ondizioni �no �ux� o 
ondizioninulle ai bordi, questi metodi funzionano 
ome sopra esposti2.7.5 Moto delle dislo
azioni nella RGL e nellaCGLCome abbiamo già visto, le evoluzioni temporali delle equazioni RGL e CGLsono qualitativamente molto diverse: la RGL ammette una funzione di Lya-punov e quindi la sua evoluzione è di rilassamento verso un punto di minimo,2L'uni
o a

orgimento da prendere è l'aggiunta di un rumore di tipo random 
he impe-dis
a al nostro algoritmo di divergere a 
ausa delle repentine dis
ontinuità sui bordi dellezone
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Figura 7.15: Disegno della fase utilizzata per generare un difettomentre per la CGL una tale funzione non esiste quindi la sua evoluzione saràin generale più 
ompli
ata.E' naturale aspettarsi, 
on questi presupposti, 
he an
he la dinami
a dellestrutture 
oerenti presenti in queste equazioni sia molto diversa e quindi los
opo 
he 
i proponiamo in questo 
apitolo è quello di studiare le interazionie i moti dei difetti nelle due equazioni per vari regimi.7.5.1 Interazione dei difetti nella RGLCome abbiamo visto pre
edentemente, la RGL può spiegare l'interazione el'anni
hilazione di due difetti topologi
i; per studiare tale interazione noiabbiamo seguito la traiettoria di due 
oppie di difetti 
he interagis
ono �noad anni
hilirsi.La teoria esposta nel 
apitolo 3 
i di
e 
he due difetti topologi
i 
he inte-ragis
ono dovrebbero, da prima avvi
inarsi a velo
ità 
ostante �no a unadistanza dell'ordine di d ∼ 1
v
(dove v è la velo
ità del difetto); sotto questadistanza l'interazione dovrebbe diventare della forma 1

d
.
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Figura 7.16: Distanza al variare del tempo di due difetti 
he si anni
hilanonella RGL7.5.2 Fit analiti
iAbbiamo provato a veri�
are per il 
aso b = c = 0 (RGL), tramite dei �tanaliti
i, la validità delle relazioni esposte nel 
ap 3; se
ondo la teoria ilmoto dovrebbe essere uniforme �no a 
he la distanza tra i due difetti non èdell'ordine di d ∼ 1
v
.Fino a tale distanza la forma della legge oraria sarà del tipo

d = vt+ d0dai �t analiti
i abbiamo 
he v = −0.3±0.01 e d0 = 127±1; da questi risultatisi ri
ava la distanza a 
ui si deve sentire l'interazione è 2
v
∼ 7.

Distanza Parametri Chi− quadro− ridotto

d≫ 1
v

v = −0.3 ± 0.01 e d0 = 127 ± 1 1.2
d≪ 1

v
a = 11.2 ± 0.3 0.95Tabella 7.4: Tabella dei 
oe�
ienti ottenuti dai �t analiti
iPer distanze minori di 1
v
l'interazione è stata 
onsiderata della forma 1

d
, da
ui abbiamo la legge oraria risolvendo l'equazione ḋ = −a

d

he 
ondu
e a

d =
√
d1 − 2at, 
on d1 
ostante arbitraria.
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Figura 7.17: Fit analiti
o della distanza tra due difetti al variare del tempo
d≫ 1

vSe adesso, per eseguire il �t analiti
o, imponiamo 
he d sia uguale a zero altempo 193, istante in 
ui i due difetti si anni
hilano, abbiamo 
he la leggeoraria diventa
d = a

√
193 − tda 
ui eseguendo un �t rispetto al parametro a, abbiamo 
he a = 11.2± 0.3.Questi dati mostrano un buon a

ordo tra la teoria e le simulazioni.7.5.3 Interazione di difetti nella CGLPer valori b e 
 generi
i il moto dei difetti può essere molto vario; riassumiamoi prin
ipali 
omportamenti 
on un s
hema:

• zona �Bejamin-Feir� instabile 1 + bc ≤ 0In questo regime la nu
leazione di nuovi difetti avviene in maniera 
ontinuae studiare il moto di un solo difetto non è possibile per
hé il sistema generae distrugge 
ontinuamente nuove dislo
azioni.
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Figura 7.18: Fit analiti
o della distanza tra due difetti al variare del tempo
d≪ 1

v

• zona �Benjamin-Feir� stabile 1 + bc > 0Questa zona può a sua volta essere divisa in due sottozone: �intermittenzaspazio temporale� e �no 
haos�.Nella prima si veri�
ano 
omportamenti debolmente 
aoti
i; quindi si posso-no 
reare, a se
onda delle 
ondizioni iniziali, an
he numerosi difetti.Quindiabbiamo gli stessi problemi 
he avevamo nel regime �Benjamin-Feir� instabile.Inve
e nella zona �no 
haos�, il tasso di nu
leazione dei difetti è nullo e quindistudi sul loro moto sono possibili.An
he in tale zona, tuttavia, il moto può essere molto vario:
• in una zona detta �regime os
illatorio� i difetti stazionari sono instabilinei 
onfronti di a

elerazioni e il loro moto è una spirale per valori di
b ∼ 7 
ome mostrato in 
ap 4 e riassunto in �gura (4.6).

• lungo la 
urva b = c il moto torna a essere des
ritto da una funzione diLyapunov quindi 
i aspettiamo 
he il 
omportamento del sistema siaanalogo a quello della RGL, tuttavia, 
ome vedremo an
he in questo
aso 
i sono delle di�erenze.
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• in altre zone il moto e' di origine più 
ompli
ata ed e' fortementein�uenzato dalla disposizione delle strutture elen
ate nel 
apitolo 4Questa varietà di moti illustra quanto sia di�
ile ottenere delle misure si-gni�
ative dell'interazione nelle varie zone della CGL, per questo motivo
i siamo limitati qui a dare una breve des
rizione euristi
a di al
uni tra i
omportamenti più 
omuni.7.5.4 Interazione di difetti nella CGL per b = cLa dinami
a della CGL per b = c è regolata dalla funzione di Lyapunov
he svolge il ruolo di potenziale. In questo 
aso 
i aspettiamo quindi 
he ladinami
a non sia qualitativamente troppo diversa da quella della RGL.La [4℄ mostra 
he in questo 
aso la formula (3.11) può essere generalizzata a

1

2
~v·ln

[

(1 + b2)v0

|v|

]

= U

[

(1 + b2)
−→
Q +

b

2
−→v
] (7.2)in 
ui abbiamo utilizzato i simboli del 
apitolo 3 (ri
ordiamo 
he U è unarotazione di π

2
). Si nota 
he il termine b

2
−→v aggiunge un 
ontributo tangenzialealla velo
ità, questo si manifesta nel fatto 
he due difetti non si in
ontrerannolungo la 
ongiungente delle loro traiettorie 
ome mostrato in �gura (7.19) ein generale tenderanno ad anni
hilirsi spiraleggiando (7.21) .7.5.5 Numero dei difetti topologi
i al variare dei para-metri b e 
Adesso osserveremo al
uni regimi della CGL e studieremo 
ome varia ilnumero di difetti 
he si vengono a 
reare partendo da 
ondizioni inizialirandom.Il numero di difetti 
he si vengono a 
reare sembra in questo 
aso unaproprietà del sistema in esame piu' 
he di una 
on�gurazione iniziale.Le dimensioni del sistema da noi studiato sono L = 200, N = 256 e 
ondis
retizzazione temporale dt = 0.1
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(a) b=
=0

(b) b=
=1

(
) b=
=6Figura 7.19: Traiettorie di al
uni difetti nella CGL 2D al variare di b = c, le�gure evidenziano un in
remento proporzionale a b = c della �
urvatura� ina

ordo 
on la (7.2)
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omportamento tipi
o del sistema è 
he i difetti tendo-no a s
omparire 
ome mostrato in �gura (7.22), tuttavia esiste un regimeintermedio 
he prende il nome di �intermittenza spazio-temporale� (�gura(7.1)) in 
ui è possibile avere 
ontinua nu
leazione e anni
hilazione di difetti.Tale regime dal punto di vista della nu
leazione di nuovi difetti può essere
onsiderato al pari del regime 1 + bc ≤ 0Regime bc+ 1 ≤ 0In questo regime si può 
onsiderare 
he la �rate� di nu
leazione sia 
ostantee 
he la �rate� di anni
hilazione sia proporzionale alla densità di difetti.In prati
a possiamo 
er
are una relazione 
he des
riva il numero n(t) di difettial variare del tempo nella seguente maniera
dn(t)

dt
= c− kn(t) (7.3)dove c è la rate di nu
leazione e k è il 
oe�
iente di anni
hilazione per numerodi difetti.Integrando la (7.3)

n(t) = Ae−kt +
c

kse poi imponiamo 
he al tempo zero non 
i siano difetti, 
ome nelle nostresimulazioni, abbiamo 
he
n(t) =

c

k
(e−kt − 1) (7.4)Veri�
a del modelloNella zona �Benjamin-Feir� stabile 1 + bc > 0, su�
ientemente lontano �dal-l'intermittenza spazio-temporale� abbiamo un de
adimento di tipo esponen-ziale del numero dei difetti, dato 
he la �rate� di nu
leazione è nulla.
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dn(t)

dt
= −kn(t)risolvendo questa equazione abbiamo 
he

n(t) = Ze−kt (7.5)dai �t notiamo un buon a

ordo tra questo �toy model� e l'equazione dove Zè una 
ostante arbitraria.parametri dell'equazione Z k Chi− quadro− ridotto

b = 1, c = 0 13.3 ± 0.9 0.038 ± 0.003 1.3
b = 1, c = 2 13.1 ± 1 0.037 ± 0.004 1.83
b = 2, c = 2 14.6 ± 1 0.048 ± 0.004 1.35Tabella 7.5: Parametri estratti dai �t analiti
iFuori dalla zona �Benjamin-Feir stabile� l'equazione 
he des
rive il nostrofenomeno è la (7.4).La 
urva 
he usiamo per eseguire il �t dei dati

n(t) = a(1 − e−kx)

Parametridell′equazione a k Chi− quadro− ridotto

b = −1, c = 1 53 ± 1 0.05 ± 0.005 4.5
b = −2, c = 1 60 ± 1 0.14 ± 0.02 3.7
b = −1, c = 2 102 ± 2 0.28 ± 0.05 6.4Tabella 7.6: Tabella 
he mostra i dati dei �t in funzione dei parametridell'equazioneDa questi �t è 
hiaro 
he il nostro modello può solo spiegare l'ordine digrandezza e l'andamento del numero di difetti al variare del tempo. Questoprobabilmente può essere ri
ondotto al fatto 
he s
rivendo la (7.3) abbiamoimpli
itamente 
onsiderato 
he l'uni
o fattore 
he interviene nella anni
hila-zione è la densità di difetti. Come sappiamo tuttavia i difetti interagis
ono inmaniera 
ompli
ata e in al
uni regimi possono possono formare addirittura
oppie legate.
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hiamato �intermittenza spazio-temporale� è una fase intermediarispetto alla �turbolenza mediata da difetti� e al regime in 
ui non si manifesta�
haos�.Infatti in questa fase è possibile, a se
onda della 
ondizione iniziale, sia os-servare un 
omportamento di tipo �turbolenza mediata da difetti� 
he un
omportamento in 
ui non 
ompare nessun tipo di 
haos.Il 
omportamento turbolento in questa fase sembra essere però �più ordinato�:infatti è possibile notare una sorta di ordinamento spaziale dei difetti 
hesembrano �vibrare� nell'intorno di una posizione di equilibrio.In questo regime l'algoritmo pre
edentemente utilizzato per determinare laposizione dei difetti non è su�
ientemente a�dabile a 
ausa dell'elevataquantità di strutture presenti nel 
ampione, 
ome mostrato in �gura (7.26).Abbiamo appli
ato un sempli
e metodo per veri�
are questa ipotesi: abbia-mo selezionato una pi

ola regione di un immagine 
ontenente un difetto,e abbiamo 
al
olato la sua intensità; seguendo l'evoluzione temporale del-l'intensità di questo pi

olo 
ampione si può evidenziare un'eventuale motoperiodi
o 
he 
orrisponde a una variazione di intensità periodi
a.La dimensione del 
ampione deve essere s
elta in modo da essere più grandedel nu
leo del difetto e molto minore dell'intero sistema.A questo punto se il sistema os
illa 
on una frequenza propria an
he l'inten-sità media di questa regione dovrà an
he lei avere la medesima periodi
ità.Per rendere più evidente questo fenomeno abbiamo eseguito le trasformatedi Fourier di queste intensità in modo da 
apire quali siano le frequenze dios
illazione del sistema.Come possiamo vedere dalle �gure (7.28) tutte le frequenze hanno un pi

overso un determinato valore, 
on una pi

ola banda di frequenze ammesse
ir
ostanti, questo indi
a una tendenza del sistema ad avere delle frequenzeproprie di os
illazione.Tuttavia a 
ausa tempi di 
omputazione molto lunghi non è stato possibilefare ulteriori misurazioni, per veri�
are la vera periodi
ità di questo feno-
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essarie sequenze dati molto lunghe 
on una pre
isioneelevata.
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(a) b=
=1

(b) b=
=2

(
) b=
=3Figura 7.20: Distanze di una 
oppia di difetti difetti interagenti al variaredel tempo nella CGL 2D 
on b = c
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Figura 7.21: Traiettorie di quattro difetti nella CGL per b = 2, c = 0
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(a) b=
=0 (b) b=
=1

(
) b=
=2 (d) b=0 
=2 Intermittenza spaziotemporaleFigura 7.22: Numero di difetti al variare del tempo nel regime di Benjamin-Feir 1 + bc > 0
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Figura 7.23: Difetti al variare del tempo partendo da 
ondizioni inizialirandom al variare di b e 
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(a) b=1,
=0

(b) b=2,
=1

(
) b=2,
=2Figura 7.24: Fit del numero di difetti in funzione del tempo
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(a) b=-1,
=1

(b) b=-2,
=1

(
) b=-1,
=2Figura 7.25: Difetti nel regime Benjamin-Feir instabile
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Figura 7.26: Immagine |A| nel regime di �intermittenza spazio-temporale�,in �gura si notano vari difetti, le strutture �allungate� sono 
oppie di difetti
he stanno nas
endo o 
he si stanno elidendo



CAPITOLO 7. RISULTATI DELLE SIMULAZIONI 117

(a) 
=2.1 b=0.1

(b) 
=2.1 b=0

(
) 
=2.3 b=0Figura 7.27: Intensità di una regione s
elta al variare del tempo
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(a) 
=2.1 b=0

(b) 
=2.1 b=0.1

(
) 
=2.3 b=0Figura 7.28: Trasformata di Fourier temporale delle intensità



Con
lusioni
In questo lavoro è stato mostrato un possibile tipo di modellazione di unsistema 
he esibis
e pattern.Questo appro

io è estremamente sempli�
ativo della dinami
a e si basasull'assunzione 
he vi
ino alla soglia della bifor
azione esistano due s
ale 
heevolvono in maniera indipendente.Questa assunzione dà buoni risultati in molti 
asi ma, 
ome abbiamo visto,fallis
e nella spiegazione degli e�etti non �adiabati
i� 
ioè degli e�etti 
hea

oppiano le due s
ale.Tuttavia si deve tener 
onto 
he nel 
aso della EHC e della RBC le equazioni
omplete del fenomeno, oltre a non essere 
ompletamente note sono 
ompu-tazionalmente irrisolubili, dato 
he tra esse 
ompare l'equazione di �NavierStokes�; da qui si 
omprende l'importanza di un appro

io 
ome quello del-l'equazione di ampiezza, 
he an
he se parziale, è uno dei po
hi strumenti 
he,al momento, abbiamo per dare una des
rizione di questi sistemi. Inoltre ilsigni�
ato di queste equazioni è probabilmente molto più profondo di quel-lo attualmente 
ompreso dato 
he sono prati
amente universali nell'ambitodella formazione di pattern.Con questo appro

io noi abbiamo tentato di spiegare al
uni fenomeni 
heavvengono nell'EHC prima 
er
ando di 
apire quali 
omportamenti è in gradodi spiegare la RGL e poi, per ne
essità, provando a �espandere� il nostromodello base in
ludendo 
oe�
ienti 
omplessi.I bene�
i di introdurre questa equazione sono moltepli
i: infatti la CGL espri-me una varietà di 
omportamenti superiori 
he meglio si adattano a des
rive-re 
omportamenti debolmente 
aoti
i 
ome quelli mostrati dagli esperimenti119
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he non ammette nu
leazione dinuovi difetti se non 
ome transiente per raggiungere uno stato più stabile.Quindi uno dei primi risultati è stato quello di ottenere un'equazione 
he inun 
erto intervallo di valori potesse spiegare la 
reazione spontanea dei difettida parte del sistema.Tuttavia, 
osì fa
endo, perdiamo la teoria sempli
e 
he avevamo nel 
asodella RGL 
he ammette una funzione di tipo potenziale.La CGL manifesta infatti una grande varietà di 
omportamenti e noi 
i sia-mo proposti di mostrarne solo al
uni e di analizzare il moto delle dislo
azioniin al
une situazioni parti
olari in 
ui esiste una teoria 
on 
ui 
onfrontarele osservazioni numeri
he. Naturalmente tutto questo in un futuro dovràessere su�ragato da un intenso 
onfronto 
on gli esperimenti, 
he aiuterà a
omprendere quanto il moto delle dislo
azioni nella CGL rispe

hi il motodelle dislo
azioni nei sistemi reali. Inoltre è ne
essario 
ompiere uno studioapprofondito delle equazioni in gio
o per 
er
are di migliorare oltre 
he nu-meri
amente an
he analiti
amente la 
omprensione della CGL. Noi 
i siamoin parti
olare 
on
entrati sullo studio del numero di difetti nei vari regimidella CGL.Lo studio numeri
o tuttavia, 
ome è logi
o aspettarsi, presenta molte insidieed è per questo un'arma a doppio taglio: osservare fenomeni al variare delparametro infatti non 
i garantis
e mai di aver studiato tutte le possibili areedel piano e sopratutto è possibile in
orrere in fenomeni 
he si veri�
ano soloper motivi numeri
i.Un'ultima parola va spesa per spiegare la motivazione 
he 
i ha portato as
egliere l'EHC 
ome sistema di riferimento per studiare la formazione dipattern. Questo può essere spiegato di
endo ad esempio 
he dal punto divista sperimentale questo sistema è e
onomi
o e maneggevole, inoltre a 
ausadella sua anisotropia è rappresentato da un'equazione �più sempli
e� di quellaper sistemi isotropi e sopratutto è molto studiata in letteratura.L'aspetto a�as
inante di questo argomento è 
he è possibile appli
are questistudi in vari rami della s
ienza e quindi un eventuale fallimento di questateoria nello spiegare uno spe
i�
o sistema si può manifestare 
ome un lavoro
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ienza.
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