Corso di Laurea Ing. EA — ESERCIZI DI FISICA GENERALE - nr. 10, 23/12/2004

1. Avete tre masse puntiformi, m; = 1.25 Kg, m, = 750 g, m; = 250 g, che s trovano nelle seguenti
posizioni spaziali (espresse vettorialmente e riferite ad un dato sistema cartesiano): r; = (- 20, 40, - 40)

cm; r; = (20, 0, -40) cm; r3 = (40, 20, 0) cm. errore nei risultati numerici corretto grazie a
a) Qual & vettoriamente, laposizione del centro di massarey? ~ S'Via- 14405
FEM = (e i) M Sim;ri/ (Sim;) = (0, 0.24, - 0.35) m

b) Quanto valeil momento di inerzia / per una rotazione rispetto ad un asse coincidente con |’ asse Z
del sistema di riferimento assegnato (e quindi passante per ’origine del riferimento)?
T = e Kgm? Simr? =033Kgm®,dover; éla
distanza geometrica tra le masse e I'asse di rotazione, cioé calcolata considerando le sole
componenti sul piano XY ortogonale all’ asse Z

c) Quanto valeil momento di inerzia /’ per una rotazione rispetto ad un asse parallelo al’asse Z ma
passante per la massa m;?
T, SR Kgm? Simr? =034 Kgn?, dover; éla
distanza geometrica trale masse (solo le masse m, ed m;!) el’asse di rotazione

2. Avete una barretta sottile di materiale disomogeneo, di sezione S , lunghezza totale / e densita di
massar (x) che varialungo I’asse secondo lalegge r (x) = a x°, dove x & la distanza da un estremo e a
& una costante opportunamente dimensionata in modo che r(x) s misuri in Kg/m® (a s deve
evidentemente misurare in Kg/nr).
a) Tenendo conto che la densita dipende solo da x, come potete esprimere una densita lineare di
massa | (x), con dimensioni di unamassa per unitadi Iunghezza (Kg/m)?
| (x) = rx) S=(@s)x’ [notate che questo passaggio, cioe la
def|n|2|one d| una densta lineare di massa, e utilissmo per rendere il problema praticamente
unidimensionale, come vedremo in seguito]

b) Quanto valelamassam dellabarretta?

M= ........ . flxde=@s) [x dc=c@S)/3) [ricordate che la
“primitiva’ di ex””/(n + 1) e chel’integrale vaesteso tra0 e /]

c) Qual e la coordinata xcy, del centro di massa? (Supponete di disporre la barretta lungo I’ asse X di
un sistema di riferimento cartesiano, con la sua origine coincidente con |’ origine del sistema)

XCU= oeeevieeiieieiieieniis (T xd/m= @ Sm) [ x° dv=(@aSm) @4 = (34) 1

d) Quanto valeil momento di inerzia / per una rotazione rispetto ad un asse coincidente con I’ asse Z
del sistema di riferimento assegnato (e quindi passante per ’origine del riferimento)?
I= e, Nl Xdk=@s) [ x*de=(as) /5

€) Quanto vale il momento di inerzia /), per una rotazione rispetto ad un asse paralelo all’asse Z
ma passante per il centro di massa?

Iey= .. cvvieenien ST @) =xa) =S () (x—xew)’ dx=@S) {/ ¥ (x-3
1/4) dx} -(aS){fx —31x/2+9F/16)dx} =@S){/ x"dx—31/2) [ X dx+QF/
16) [ X’} =1-B1/2) mxcyu+ OF/16)m=1+m(-QF/8 +©QF/16) =1-(9/16)m I’

f) Provate a “generdizzare” il risultato precedente, cioé a trovare un legame tra 7 ed Iy che
coinvolga la massa del corpo, m, e ladistanza D tral’asse a cui s riferisce il momento di inerzia /
eil centro di massa:

I= Iey + m D, dove D nel nostro caso (per |a nostra scelta del
sstema dl rlferl mento) Ccoi nC|de con xcur; talvoltas dail nome di teorema di Huygens-Steiner, o
“degli ass paralldi”, ad unarelazione simile aquellatrovata
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3. Auvete un sottile anello circolare fatto di un materiale omogeneo con densitadi massa r (in questo
caso e ovviamente uniforme). Indicate con r il raggio ddl’anello, con Dr la sua “larghezza’ (cioé il
suo spessore in direzione radiale) e con Ds la sua“altezza’ (cioe il suo spessore in direzione assiae).

a) Quanto vale, in primaapprossimazione, il volume DV dell’ anello?
DV ~. VT 2prDs Dr  [notate che abbiamo supposto di “stendere’

I"anello, ottenendo unasorta dl prlsmalacw base ha lunghezza 2p » elarghezza Dr, e la cui atezza e Ds.

Approssimativamente, il suo volume sarasuperficie di base per altezza, da cui il rlsultato]

b) Quanto vale, in prima approssimazione, la massa Dm dell’ anello?
Do~ r DV=r 2prDs Dr

c) Supponete oradi avere tanti di questi anelli, di raggio variabiletrar =0 ed r = R, tutti di spessore

Dr molto piccolo, ed immaginate di infilarli tutti uno dentro I'altro in modo che i loro centri
coincidano. Il risultato della vostra operazione immaginaria sara la costruzione di un disco
omogeneo di raggio R. Quanto vale lamassa Dm’ di questo disco?
Dmn’ =. SDm > fdn = [r2prDsdr =1 2p Ds(R/2) , dove
abblamo sostltwto Ia somma con un integrale per tenere conto della natura “continua’ e non
“discreta’ del sistema, e dm rappresenta I'elemento infinitesmo di massa che s ottiene
immaginando di far tendere a zero lo spessore degli anelli (€, ovviamente, dm =r 2p r Ds dr, con
dr elemento infinitesimo di spessore, e I'integrale va calcolato tra» = 0 ed » = R). Notate che il
valore determinato equivale a prodotto di densitaper volume del disco, come deve essere!

d) Quanto valeil momento di inerzia D/ di queﬁto disco per unarotazione attorno al suo asse?
DI =. SDm ¥ > [/ F¥dn=/r2pF Dsdr =r 2p Ds(R"/4)
[dove abbl amo operato in modo simile a quanto fatto per larispostaa punto precedente]

€) A questo punto, supponete di avere tanti di questi dischi, di raggio
variabile tra » = 0 ed » = R, tutti di spessore Ds molto piccolo, ed ZA
immaginate di impilare dischi di raggio via via decrescente tutti uno sopra p—
I"altro in modo che i loro centri coincidano. Il risultato della vostra - \
operazione immaginaria sarala costruzione di una semisfera omogenea di /

z
raggio R. Se dal punto di vista operativo decidete di impilarei dischi lungo [ R\

I’asse Z, partendo, con il disco di raggio R, da piano z = 0, qua € la
relazione (puramente geometrica) tra raggio r(z) del disco e quota z a cui
questo disco s trova (vedi figura)?

F(Z) = oo (R* —2))"?  [vienedal teoremadi Pitagora]

f) Quanto vaelamassaDm '’ di questa semisfera?

D" = veiieeeeeiiiiiiiiieeeeneee. SDm’ D> Jdm = [r 20072 dz=Srp (RP-7) dz =
rpRPS dz-rp [ Zd=rp@®R -R/3)=(23) r pR’, dove abbiamo ragionato come sopra ed
impiegato il risultato del punto precedente per calcolare I'integrale, che va esteso traz = 0 ez = R;
riconoscete nel risultato I’ espressione del volume della semisfera (metadel volume di una sfera)!

g) E orache siamo “esperti” di calcolo di integrali di volume, quanto vale il momento di inerzia / per
lasemisferain rotazione attorno al’ asse Z?
I=. [rdm =[] Fr2p@?2)dz=Srp (R-2)7 dz=.

(8/15) r p R5 dove abblamo ragionato come sopra ed impiegato il risultato del punto precedente per
calcolare I’integrale chevaestesotraz=0ez=R

h) Ragionando come sopra, quanto vale la coordinata zcy, del centro di massa?
ZOM = vennns Jzdm' = [ zr2p(?2)de=Szrp (RP-2) e =... =
(14) r p R"/ m = 3R/8 dove per I'ultimo passaggioabbiamo espresso la massa m della sernlsfera in
funzionedi r
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