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2

mezzo materiale se si considerano sistemi quantistici e l emissione stimolataemissione stimolata
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DECADIMENTO SPONTANEO NELL’OLD QUANTUM THEORY

E
Atomo in stato eccitato (n>1) tende a decadere 
a livelli di energia più bassa

n=2

n=3
n=4

ovvero 
Elettrone tende a saltare da un’orbita permessa 
di energia maggiore ad una di energia minorehν

La transizione da un livello all’altro di un sistema

n=1

n=2

La transizione da un livello all altro di un sistema 
quantistico (a livelli discreti) coinvolge emissione 

di uno (o più) fotoni

Conservazione energiaConservazione energia: hν = ‐(Efin‐Ein)
[I lt[Inoltre: 
Conservazione quantità di moto
Conservazione momento angolare]
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ASSORBIMENTO NELL’OLD QUANTUM THEORY

E Tra i vari meccanismi che popolano (in modo 
transiente) i livelli eccitati ci si aspetta possibile 
anche assorbimento di fotoni

n=2

n=3
n=4

hν

anche assorbimento di fotoni

Conservazione energiaConservazione energia: hν = E ‐E

n=1

n=2 Conservazione energiaConservazione energia: hν = Efin Ein
[Inoltre: 
Conservazione quantità di moto
Conservazione momento angolare]

FOTONE
PROTONE

Conservazione momento angolare]

ELETTRONE

Serie di linee 
spettrali di 

Ottimo accordo con le 
conoscenze sperimentali 
(spettroscopia) dell’epoca

Lyman, 
Paschen, 
Balmer
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(spettroscopia) dell epoca
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VISIONE ALLA SCHROEDINGER

P S h di i t t ti t i it ti t i i ( t f i i) t l i EPer Schroedinger esistono stati stazionaristati stazionari ψn (autofunzioni) con autovalori En

2 3 2 2 3( , ) | | | | | | costante
nE

i t

n ndP r r dr d r e d rψ
−

+ = Ψ = ==G G G G G( , ) | | | | | |n nψ

La densità di probabilità per un autostato è costante nel tempo!

Ma se ho stato descritto da combinazione lineare di autostati:
2 3( , ) | |n mdP r r dr A B d r+ = Ψ + Ψ =

G G G G

2 2 2 2 2 2

( , ) | |

(| | | | | | | | | | | |
n m

n m

E E
i t i t

n m

E E E E

A e B eψ ψ
− −

− −

= + += =

* * * * 3)
costante

m n n mE E E E
i t i t

n m m nA B e B A e d rψ ψ ψ ψ
− −

+ + =
≠

= = G

Lo stato “misto” evolve nel tempo con frequenza |En-Em|/h
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IRRAGGIAMENTO E DIPOLO

Classicamente: irraggiamento (produzione onda e.m.) è dovuto a cariche accelerate

Dall’elettrodinamica dei potenziali ritardati si trova che la potenza irraggiata p p gg
(integrata su tutto lo spazio) è:W ∼ a2

Caso molto frequente: dipolo elettrico oscillante dipolo elettrico oscillante a2 ~ ω4r2 ~ ω4p2 , con p = -er

Formula di LarmorLarmor per la potenza irraggiata da dipolo oscillanteFormula di LarmorLarmor per la potenza irraggiata da dipolo oscillante 
(integrata nello spazio):

2 4
24W π ν 2

3
03

W p
c

π
ε

=p : momento di dipolo

Se suppongo fotoni di energia di energia E = =ω , ho raterate di transizione:
2 3

2
3

4WR pπ ν
= =

6

3
03

R p
c hω ε
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MOMENTO DI DIPOLO

Q ti ti t l l il l di tt i d l t di di lQuantisticamente posso calcolare il valore di aspettazione del momento di dipolo:

* 3!( )! ( )p er e r d r< >=< Ψ − Ψ >= − Ψ Ψ∫
G G G G

Su un autostato (funzione d’onda Ψ = ψne-i(En/=)t ):

* 3 2 2 3 3
nE

i t−

∫ ∫ ∫
Si suppongono autofunzioni 
normalizzate (modulo unitario)* 3 2 2 3 3~ | | | | 0

i t

np r d r e rd r rd rψ< > Ψ Ψ = = =∫ ∫ ∫=G G G G G G G normalizzate (modulo unitario)
La “funzione” r è “dispari”!!

Su un stato “misto” (funzione d’onda Ψ = Αψ e-i(En/=)t ) + Βψ e-i(Em/=)t ) :Su un stato misto  (funzione d onda Ψ = Αψne i(En/=)t ) + Βψme i(Em/=)t ) :

* 3 2 2 3 2 2 3~ | | | | | | | |
n mE E

i t i t

n mp r d r A e rd r B e rd rψ ψ
− −

< > Ψ Ψ = + +∫ ∫ ∫= =G G G G G G G

( ) ( )* * 3 * * 3

| | | | | | | |
m n n m

n m

E E E E
i t i t

n m m n

p

A B r d r e B A r d r e

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
− −

− −
+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫= =G G G G

Contiene due termini che possono essere diversi da zero oscillanti a ω=|Em-En|/=
emissioneemissione

assorbimentoassorbimento (cfr conservazione energia)
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assorbimentoassorbimento (cfr. conservazione energia)
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TRANSIZIONI (DI DIPOLO) FRA STATI

Dunque: atomo può emettere o assorbire con processi che coinvolgono l’oscillazioneDunque: atomo può emettere o assorbire con processi che coinvolgono l’oscillazione 
(transiente) di un dipolo elettrico

La formazione (transiente) del dipolo richiede accoppiamento accoppiamento tra stati diversi( ) p pppp

Tale accoppiamento può essere realizzato con campi elettromagnetici esterni esterni risonanti

Materia quant.
Radiazione

AssorbimentoAssorbimento EmissioneEmissione

Nota: in questo contesto l’emissione spontaneaemissione spontanea (da decadimento verso il livelloNota: in questo contesto l emissione spontaneaemissione spontanea (da decadimento verso il livello 
fondamentale) è spiegata con fluttuazioni di radiazione del vuoto (elettrodinamica 
quantistica e seconda quantizzazione – non li vedremo!) 

Nota: il problema può essere trattato in modo abbastanza rigoroso 
attraverso la teoria delle perturbazioni (ne vedremo ora qualche cenno) 
che permette di calcolare i ratesrates di transizionedi transizione
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INTERAZIONE PERTURBATIVA

Suppongo di poter trattare l’interazione con la radiazione come una (piccola) 
perturbazione che non modifica la struttura atomica

Il potenziale visto dall’elettrone atomico è: V0(r)+V’(r t) con V0 potenzialeIl potenziale visto dall elettrone atomico è: V0(r)+V (r,t) , con V0 potenziale 
imperturbato (dell’atomo) e V’ perturbazione

Inoltre pongo V’(r,t) = V’(t) , cioè assumo che la perturbazione sia vista allo stesso 
modo da tutto il sistema (valida per atomo, piccolo, in approssimazione di dipolo)

Descrivo il sistema con funzione d’onda che è sovrapposizione di autofunzioni 
(base ortonormale)

( , ) ( ) ( )
nE

i t

n nn
x t a t x eψ

−
Ψ = ∑ =

(per semplicità tipografica 
immagino problema 
unidimensionale)n )

In generale: coefficienti dipendenti dal tempo!

E i di S h di
2 2

02

( , ) ( , )( ) ( , ) '( ) ( , )
2

x t x tV x x t V t x t i
t

∂ Ψ ∂Ψ
− + Ψ + Ψ =

∂∂
= =

Equazione di Schroedinger:

9

022m tx ∂∂
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CENNI DI SVILUPPO PERTURBATIVO I

E E22

02

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

n n

n

E E
i t i tn

n n nn n

E

x
a t e V x a t x e

m x
ψ

ψ
− −∂

− + +
∂∑ ∑= ==

( )
'( ) ( )

(
( )

)
( ( ))

n nn
n

E E
i t i tn

n n nn n

E
i t

n
nn

da t
V t a t x e i x

x e
i

t
et

t
a

d
ψ

ψ ψ
−

−
−∂

+
∂

+ =∑ ∑∑
=

= == =

I termini in blu soddisfano l’eq. di Schroedinger del sistema imperturbato e se ne vanno

Moltiplico primo e secondo membro per ψm e integro nello spazio:

* * ( )
( ) '( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n nnE E
i t i tnda t

V t t d i
− −

∑ ∑∫ ∫= ==
( )

( ) '( ) ( ) ( ) ( ) ( )n
m n n m nn n

x V t a t x e dx i x x e
dt

ψ ψ ψ ψ=∑ ∑∫ ∫= ==

* ( )
( ) ( ) '( ) ( )

n mE E
i t m

n m nn

da t
a t e x V t x dx i

dt
ψ ψ

−
−

=∑ ∫= =

∫
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* ( ) ( )m n nmn
x x dxψ ψ δ=∑ ∫Dato che, per l’ortonormalità delle autofunzioni.
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CENNI DI SVILUPPO PERTURBATIVO II

Si ottiene dunque una sequenza di eq diff al I ordineSi ottiene dunque una sequenza di eq. diff. al I ordine 
Lo sviluppo perturbativo prevede di mettere al primo membro i valori iniziali dei coefficienti an
Ad esempio, si può immaginare di partire da uno stato con solo an≠0

( )n mE E
i t da t− ( )

( ) | '!
n mi t m

n m n
da t

a t e V i
dt

ψ ψ
−

< >== =

La probabilità di transizione n m è allora data da P = |a (t)|2La probabilità di transizione n m è allora data da Pnm= |am(t)|

Si ottiene, sotto ragionevoli approssimazioni, che la probabilità è lineare con t:
22 | ' | ( 0)P V E Eπ δ ±=

Dove la δ tiene conto della conservazione dell’energia

| ' | ( 0)nm m n n mP V t E Eψ ψ δ ω= < > ± − ==
=

Il rate di transizione (probabilità per unità di tempo) è allora:

2 22 2| ' | ( 0) ( )R V E E M Eπ πψ ψ δ ω ρ= < > ± − = ==

Dove Mnm è detto elemento di matrice della transizione e ρ(E) è la 
distribuzione degli stati finali (la densità degli stati, nel caso in cui essi non 

| | ( 0) ( )nm m n n m nmR V E E M Eψ ψ δ ω ρ= < > ± − = ==
= =
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g ( g ,
fossero stretti come “delte”, come vedremo)
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REGOLA D’ORO DI FERMI

Quanto trovato ha carattere piuttosto generale e prende spesso il nome di  la regola di Fermi

Nota:Nota: ρf = δ(Ef‐Ei) per livelli idealmente “stretti”

Si definisce probabilità per unità di tempo:
22 | |if if fR Mπ ρ=

=
(detta rate di transizionerate di transizione)

f f f=

Perturbazione periodica  rate di transizione costantecostante

12

p
(per transizioni “al primo ordine”, i.e., un solo fotone)
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ELEMENTI DI MATRICE DI DIPOLO

P t b i d t d di i iPer perturbazione data da radiazione e.m., esempio:

E(r, t) = E0 ei(kx‐ωt) y E0 e‐iωt y (appr. dipolo)

si ha il potenziale  di interazione perturbativa:
V’ = ‐ p•E , con p = ‐er (momento di dipolo)

22

con u=cε0Ε0
2/2 densità di energia della radiazionedensità di energia della radiazione

2
2 2 * 3 2 2 2

0 0
0

2
ˆ ˆ| | | ( ) | | ( ) | | if

if f i f i

up
M E y p d r E y p

c
ψ ψ ψ ψ

ε
= = < > =∫

G G Gi i

con u cε0Ε0 /2 densità di energia della radiazionedensità di energia della radiazione

Il rate di transizione di dipolo risulta infine:

2

0

4 | |if if fR u p
c
π ρ
ε

=
=

p

if ifR uB=che posso scrivere come:

13

NotaNota: la forma dell’elemento di matrice determina regole di selezione  non 
tutti gli stati possono essere accoppiati (per dipolo elettrico)
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P i ibiliP i ibili

PROCESSI POSSIBILI SECONDO EINSTEIN

Processi possibili:Processi possibili:
hν = E2 – E1

ASSORBIMENTOASSORBIMENTO
EMISSIONE SPONTANEAEMISSIONE SPONTANEA

EMISSIONE STIMOLATAEMISSIONE STIMOLATA

Emissione spontanea postulata da Bohr

EMISSIONE STIMOLATAEMISSIONE STIMOLATA

(introdotto da Einstein oltre un secolo fa)

Esistono due processi che dipendono da presenza di radiazione (risonante):
AssorbimentoAssorbimento e Emissione StimolataEmissione Stimolata, con rate Bifu

Esiste anche un processo spontaneo che non dipende da radiazione:
Emissione SpontaneaEmissione Spontanea, con rate Aif
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EQUAZIONI DI BILANCIO PER SISTEMA A 2 LIVELLI

P li ità id i t (id l ) 2 li li lli

E2
N2

Per semplicità considero sistema (ideale) a 2 soli livelli

N1, N2 popolazionipopolazioni dei livelli (numero o densità di sistemi che 

E1
N1

1, 2 p pp p (
si trovano al livello 1 e 2 in un campione macroscopico)

All’equilibrio termodinamico vale Boltzmann:
N1

NotaNota: kT ~ 1/40 eV @ room temp mentre ΔE ~ eV

2 1 2

1

exp
N E E

kTN
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

E

NotaNota: kT  1/40 eV @ room temp, mentre ΔE   eV
N2 << N1 in condizioni ordinarie

• Suppongo radiazione hν = E2‐E1 (con densità di energia uν) E2
B21 B12

hν

pp g 2 1 ( g ν)
• Considero solo:

Assorbimento 1 2 con rate R12
Emissione stimolata 2  1 con rate R21

E1

dN dN

• Assumo B12=B21
Nota:Nota: B12/B21 = g1/g2 con gj degenerazione del livello j

2 1
21 2 12 1 21 2 12 1ABBBBB

dN dN
B u N B u N B u N B u N

dt dt
BBBBBυ υ υ υ= − + = −

15Laser a.a. 2008/09 – http://www.df.unipi.it/~fuso/dida ‐ Parte 4 ‐ Versione 2 



BILANCIO DETTAGLIATO ED EINSTEIN
E2

D R R (bil i d tt li t “ i hi i ”)

E

Deve essere R12=R21 (bilancio dettagliato per una “reazione chimica”)

Se B12=B21  all’equilibrio N1 = N2 : incompatibile con Boltzmann!!
E1

Introducendo emissione spontanea emissione spontanea 
(ragionamento di Einstein):

2
21 2 12 1 21 2

dN
B u N B u N A N

dt υ υ= − + −
( g )
rate A21 di emissione spontanea 
indipendente da uν

1
21 2 12 1 21 2

dN
B u N B u N A N

dt υ υ= − +

Posto B12=B21 , all’equilibrio (soluzione stazionaria) si ha:

Per soddisfare Boltzmann deve essere:

0 0 21
2 1

21 21

B u
N N

B u A
ν

ν

=
+

21 exp
B u hν ν−⎛ ⎞= ⎜ ⎟Per soddisfare Boltzmann deve essere:

21 21

exp
B u A kTν

⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

Per radiazione di corpo nerocorpo nero
28 1hu π ν

=Per radiazione di corpo nerocorpo nero

da cui:da cui:

3 exp( ) 1
u

hc
kT

ν ν −
38 hA B π ν

=
Il rate di decadimento spontaneo è 

proporzionale al valore di B (parametri21 21 3A B
c

= proporzionale al valore di B (parametri 
“interni”) e al cubo della frequenza
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“CONFRONTO” TRA PROCESSI I

EMISSIONE STIMOLATAEMISSIONE STIMOLATA
Esiste solo in presenza di radiazione (risonante)p ( )
Da un fotone ne escono due (può amplificare!amplificare!)

Il fotone emesso è indistinguibile da quello Il fotone emesso è indistinguibile da quello g qg q
stimolante (emissione coerente)stimolante (emissione coerente)3

21 21 3

8 hA B
c

π ν
=

3
21

3

1
8 exp( ) 1

B u cu n
hA h

ν
ν ννπ ν

= = =

Con radiazione convenzionale 
(corpo nero) prevale sempre, in 
pratica, l’emissione spontanea , a 

21 8 exp( ) 1hA h
kT

νπ ν − p p
meno di non avere T < 0 (!!!)

O ti “ i li” (l !) f tt i i ti l t

17

Occorrono sorgenti “non convenzionali” (laser!) per sfruttare emissione stimolata
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“CONFRONTO” TRA PROCESSI II

Rappresenta la tendenza di un sistema a tornare 

EMISSIONE SPONTANEAEMISSIONE SPONTANEA

pp
allo stato di energia più bassa
In “seconda quantizzazione” si spiega con  
radiazione emessa da “fluttuazioni del vuoto”

I fotoni sono emessi in modo casuale (incoerente)I fotoni sono emessi in modo casuale (incoerente)
e generalmente isotropo e generalmente isotropo 

Un campione eccitato (cioè preparato in modo da avere popolazione dei livelli eccitati) 
decade spontaneamente con vita media vita media τ = 1/A

Valori tipici di τ per transizioni elettroniche (atomiche/molecolari) permesse: 5‐50 ns
La vita media aumenta con λ3 (alle microonde τ ∼ μs, o maggiore), cfr. irraggiamento da 
dipolo oscillantedipolo oscillante

NotaNota: esistono anche altri processi di decadimento non radiativonon radiativo (rilassamento)(rilassamento)
(e.g., collisioni fra atomi/molecole, interazione con fononi in solidi, etc.)( g )

Si ha allora:
1/τeff = 1/τspont+ 1/τnonrad

La vita media effettiva è generalmente minore di quella spontanea

18

(viene sempre soddisfatto principio di indeterminazione dato che Δν ~ 1/τ)
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“CONFRONTO” TRA PROCESSI III

EMISSIONE STIMOLATAEMISSIONE STIMOLATAEMISSIONE SPONTANEAEMISSIONE SPONTANEA

Fotoni emessi per emissione stimolataemissione stimolata dipendono da oscillazione del dipolo sottoFotoni emessi per emissione stimolata emissione stimolata dipendono da oscillazione del dipolo sotto 
forzante del campo applicato campo in fase, fotoni indistinguibili da eccitazionecampo in fase, fotoni indistinguibili da eccitazione

Questo non avviene per emissione spontaneanon avviene per emissione spontanea (processo che dipende daQuesto non avviene per emissione spontanea non avviene per emissione spontanea (processo che dipende da 
“fluttuazionifluttuazioni del campo e.m. del vuoto”, processo isotropo)
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INTERAZIONE RADIAZIONE MATERIA

A bi t “ tt ” f t E i i “ i ” f t

IN OUT

Assorbimento: “sottrae” un fotone Emissione: “aggiunge” un fotone

In prima approx posso trascurare emissione spontanea, 
dato che i fotoni hanno direzione casuale ed escono dal 

IN OUT cono di accettanza del rivelatore

2dN
B Fh N B Fh N A Nν ν= +21 2 12 1 21 2

1
21 2 12 1 21 2

B Fh N B Fh N A N
dt

dN
B Fh N B Fh N A N

dt

ν ν

ν ν

= − + −

= − +
N l Fh

21 2 12 1 21 2
dF B Fh N B Fh N A N
dt

dt

ν ν= − +
Nel mezzo: uν = Fhν

Con F densità di fotonidensità di fotoni

Posto ΔN = (N2‐N1), se B12=B21 e 
trascurando em spontanea si ha  21 2 1( )dF B Fh N N N

dt
ν= − ∝ Δ

20

Comportamento del mezzo dipende da inversione di popolazioneinversione di popolazione
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COEFFICIENTE DI ASSORBIMENTO

IN OUT

Sezione S
La potenza all’interno del mezzo è: P= Scuν
L’intensità all’interno del mezzo è: I = P/S =cuν

dx

ν
La variazione di intensità sul volumetto Sdx è:

X
2( )

dFdU h SdxdP dt dtdI h FB Ndx u h B Ndx
ν

ν νΔ Δ21 21

21 0

( )

( ) exp( )

dt dtdI h FB Ndx u h B Ndx
S S S

I h B Ndx I dx I x I x
c

νν ν

ν α α

= = = = Δ = Δ =

= Δ = → =

Il segno di α (coefficiente di assorbimento) dipende da ΔN:
ΔN < 0   α < 0 (assorbimento in condizioni ordinarie)( )

ΔN > 0   α > 0 (amplificazioneamplificazione in condizioni di inversione di popolazioneinversione di popolazione)

Mezzo materiale in interazione con la radiazione può produrre 
amplificazioneamplificazione della radiazione stessa se la sua popolazione è invertitapopolazione è invertita
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ASSORBIMENTO/AMPLIFICAZIONE

In condizioni “ordinarie” (senza inversione) ho assorbimentoassorbimento
(il numero di fotoni diminuisce):

Ma in presenza di inversione posso avere amplificazione amplificazione 
(il numero di fotoni aumenta):
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RILASSAMENTO

In condizioni stazionarie e assenza di radiazione (u =0) il sistema deve tendere allaIn condizioni stazionarie e assenza di radiazione (uν=0) il sistema deve tendere alla
situazione di equilibrio:

N1 N1
0 ; N2 N2

0 cioè ΔN ΔN0

Diversi meccanismi didi rilassamentorilassamento portano verso l’equilibrio:
‐meccanismi radiativi (em spontanea per i livelli eccitati)
‐meccanismi non radiativi (e.g., collisioni con perdita di energia)( g , p g )

Necessario introdurre nelle eq di bilancio termini per descrivere il rilassamento:
dN2/dt|relax= ‐γ2 (N2‐N2

0) dN1/dt|relax= ‐γ1(N1‐N1
0) 2 relax 2 2 2 1 relax 1 1 1

con γj rate di rilassamentorate di rilassamento: per semplicità poniamo γ2 = γ1

E i i di bil i i t d li lli il t

02
21 2 12 1 2 2( )

dN
B u N B u N N N

dt ν ν γ= − + − −
Equazioni di bilancio per sistema a due livelli con rilassamento

01
21 2 12 1 1 1( )

dt
dN

B u N B u N N N
dt ν ν γ= − − −
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SOLUZIONE STAZIONARIA E SATURAZIONE

02 ( )
dN

B u N B u N N Nγ+2
21 2 12 1 2 2

01
21 2 12 1 1 1

( )

( )

B u N B u N N N
dt

dN
B u N B u N N N

dt

ν ν

ν ν γ

γ= − + − −

= − − −
Inversione di popolazione in 
condizioni stazionarie

02 1
21

( ) 2 ( ) 0

dt
dN dNd N B u N N N

dt dt dt ν γΔ
= − = − Δ − Δ − Δ =

ΔN
0

212
NN

B u
γ

γ
Δ

Δ =
+

uν

ΔN

212B uν γ+
ΔN0

Formulazione alternativa: 
0 0N NΔ Δ ΔN

212 11
S

N NN
B u I

Iν
γ

Δ Δ
Δ = =

++

con IS intensità di saturazione (dipende solo dal sistema) I

ΔN

IS

212
S

B u
I ν

γ
=

ovvero, tenendo conto della “forma di riga” g(ν−ν0):

ΔN0
Per sistema a 2 livelli si ottiene

N2 = N1 per I >> IS, ΔN ≤0
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21 02 ( )
S

B u g
I ν ν ν

γ
−

= Non può esserci inversione di popolazioneNon può esserci inversione di popolazione
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CONCLUSIONI

In termini di old quantum theory, l’interazione radiazione materia è simile ad 
un urto (o frammentazione) fotone‐sistema, dando luogo a leggi di 
conservazione specifiche

La trattazione della materia quantistica alla Schroedinger permette di 
descrivere e interpretare i meccanismi di assorbimento ed emissione

Lo sviluppo perturbativo porta a determinare le probabilità/rate di transizione

Tre meccanismi in particolare: assorbimento (come nel caso classico)Tre meccanismi in particolare: assorbimento (come nel caso classico), 
emissione stimolata, emissione spontanea

Emissione stimolata può originare amplificazioneamplificazione di radiazione se si verificaEmissione stimolata può originare amplificazione amplificazione di radiazione se si verifica 
inversione di popolazioneinversione di popolazione

NonNon si può ottenere inversione di popolazione per un sistema a 2 livelli inNonNon si può ottenere inversione di popolazione per un sistema a 2 livelli in 
condizioni stazionarie

Ohi ohi: come si fa, allora? (Lo vedremo alla prossima…)

25

, ( p )
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