1.9.1 TEORIA DELLA DENSITÀ SPETTRALE DI UN CORPO NERO

Il potere emissivo emisferico spettrale del corpo nero è legato alla sua densità spettrale di energia u(,T (energia per unità di volume e di frequenza) dalla seguente relazione:
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In effetti se si considera di aver praticato un piccolo foro sulle pareti di una cavità chiusa, il contributo alla potenza emessa attraverso la sua superficie S entro l’angolo solido d centrato attorno alla direzione  risulta 
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avendo supposto che la radiazione all’interno della cavità si muova isotropicamente alla velocità c.

Vediamo ora di calcolarci la densità spettrale del corpo nero. Si può considerare il sistema corpo nero come un sistema avente tutti i modi e.m. possibili all’interno della cavità.

Si definisce “modo” un’ oscillazione del campo elettromagnetico stazionaria, cioè una condizione in cui i nodi ed i massimi di oscillazione rimangono fissi nello spazio, ovvero il campo può essere espresso dal prodotto di due funzioni sinusoidali dello spazio e del tempo (analogamente a quanto succede per una “corda vibrante”) .

Per esempio consideriamo una cavità laser lunga L.   I modi stazionari sono quelli per i quali il campo è nullo sulle superfici degli specchi.   Le frequenze che la cavità può sostenere saranno quindi quelle per cui:


[image: image3.wmf]   (n=1,2,3,…)

Per un laser (es.: elio-neon) avente L = 20 cm, e con lunghezza d’onda di lavoro uguale a 6.328 10-5cm, avremo che il numero del modo sarà dell’ordine di : n = (2(L)/( ( 6(.3 105.

Se volessimo sapere quanti modi ci sono in un certo intervallo di lunghezze d’onda entro cui il laser emette la sua energia radiante, basta differenziare la relazione precedente:
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Sempre riferendoci al nostro laser elio-neon, possiamo ragionevolmente supporre che la riga su cui emette sia larga circa (( ( 10-10 cm, per cui abbiamo:
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cioè la cavità del laser lavora in singolo modo.

Quando la cavità laser lavora su più modi (cavità multimodo) avremo un’emissione su più frequenze (le frequenze dei modi in cavità) la cui intensità varia secondo l’andamento della curva di guadagno del mezzo attivo su cui è basato il sistema laser ( inviluppo dei modi).   Vedi sezione dedicata al LASER.

[image: image1.wmf][image: image43..pict]
                  Curva di guadagno g()                        Spettro I() di LASER multimodo

Se N( è il numero dei modi per unità di volume e di frequenza ed E è l’energia associata a ciascun modo, avremo:


[image: image6.wmf]
Per valutare il numero N( si utilizza il concetto di spazio delle fasi (a 6 dimensioni). Osserviamo subito che per il principio di indeterminazione di Heisemberg, l’elemento infinitesimo di volume non può essere piccolo a piacere:
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Modi diversi corrispondono a frequenze diverse, che possiamo trattare come punti del nostro spazio delle fasi:
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Il problema si riduce quindi a contare il numero dei modi esistenti all’interno del corpo nero in un certo intervallo di frequenze e quindi integrare su tutte le frequenze.

Per far questo si consideri il guscio della sfera nello spazio delle fasi avente raggio p e spessore dp. 
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Per avere il numero dei modi possibili (corrispondenti all’intervallo di frequenze ( ( d() si divide dapprima il volume del guscio per il volume di una cella dello spazio delle fasi h3:
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quindi si moltiplica questo numero per 2, in quanto i fotoni possono esistere in due stati di momento angolare definito (
[image: image12.wmf] (sono due gli “stati base” di polarizzazione di un’onda elettromagnetica):
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Rimane da valutare l’energia E associata ad ogni modo. Per la meccanica statistica l’energia media di un oscillatore è KT (Ecinetica + Epotenziale = (KT/2) + (KT/2)).   Se quindi consideriamo ogni modo alla stregua di un oscillatore armonico, dovremo assegnargli proprio un’energia KT.   Pertanto vale la seguente relazione:


[image: image15.wmf]       (visione classica)
A basse frequenze l’accordo fra previsione teorica e misura sperimentale della distribuzione spettrale della radiazione di corpo nero è molto buono.   Tuttavia si vede subito che qualcosa non va nella relazione poco sopra ricavata.   Infatti intergrando su tutte le frequenze per ottenere la densità d’energia complessiva il risultato diverge (catastrofe dell’ultravioletto).   Evidentemente il conto sopra riportato, basato sugli schemi della meccanica statistica classica, sovrastima il contributo dei modi a più alta frequenza.

Planck risolse questo rompicapo proponendo per l’energia dell’oscillatore armonico la seguente espressione :


[image: image16.wmf]
Questa espressione a basse frequenze converge nel risultato della meccanica statistica classica, ma se ne discosta pesantemente ad alte frequenze.   Il contributo delle alte frequenze al valore della densità d’energia integrale è progressivamente ridotto, e l’integrale non diverge.

Come si può vedere:

per 
[image: image17.wmf] (basse frequenze)
(   
[image: image18.wmf](come nel caso classico)
per 
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A questo punto la densità spettrale d’energia diventa:


[image: image21.wmf]    (formula di Planck)

Da questa espressione della densità spettrale d’energia è facile ricavare la Legge di Wien che fornisce la relazione fra la frequenza alla quale si ha il massimo di emissione e la temperatura del corpo nero:
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dove b1=1.03457x1011Hz/K.

Tale legge è importante sperimentalmente in quanto ci consente di determinare ad esempio la temperatura delle stelle (come di tutti gli altri oggetti le cui caratteristiche di emissione sono simili a quelle di un corpo nero), esaminando semplicemente il loro spettro.

La densità spettrale può essere espressa anche in unità di lunghezza d’onda.   Sfruttando l’identità:
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e ricordando che 


[image: image24.wmf]     (     
[image: image25.wmf]
si ha 
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La legge di Wien in termini di ( diviene:


[image: image27.wmf]   (se ( è in µm, b2 = 2898)

E’ comodo anche identificare la posizione del massimo della u,T dando il valore della frequenza cui corrisponde la lunghezza d’onda max appena calcolata
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In questo modo, data la temperatura del corpo nero, possiamo subito valutare l’energia dei fotoni emessi in corrispondenza del massimo della distribuzione.


E’ importante osservare che le due funzioni u,T e u,T sono diverse, nel senso che non si ottengono l’una dall’altra semplicemente esprimendo  in funzione di  o viceversa.   Quindi il massimo dell’una non corrisponde al massimo dell’altra.

La temperatura per la quale lo spettro di corpo nero più si avvicina a quello di una  sorgente generica viene chiamata temperatura di colore della sorgente.

Molto importante è anche sapere quanto emette l’ unità di superficie di corpo nero (nell’emisfera che gli sta davanti) su tutte le frequenze.   Integrando si ottiene:
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Legge di Stefan
con ( = costante di Stefan – Boltzmann = 
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Es.:
Calcolare la potenza emessa da un corpo nero e la posizione del massimo del suo spettro ( (max ), a diverse temperature.

T = 3 °K

(
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T = 300 °K

(
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T = 3000 °K
(
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T = 3 (106 °K
(
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NB: 1 Watt = 107 erg/sec

Un conto grossolano che ci permette di stimare quanta radiazione, emessa da una sorgente, incide su un rivelatore si può basare sulla figura seguente:
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;
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Sia P il potere emissivo emisferico della sorgente. Facendo l’approssimazione che l’angolo solido (r è lo stesso per ogni punto della superficie della sorgente, avremo che la potenza sul rivelatore Wr sarà data dalla seguente espressione:
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Es.: Noto lo spettro di emissione del sole determinare la così detta costante solare, cioè la potenza radiante del sole che incide sull’unità di superficie terrestre..

Misurando (max = 0.5 (m otteniamo la temperatura della superficie solare Tsole = 2898/0.5 ( 6000 °K. 
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dove si è indicato con SS la superficie del sole, che noi vediamo sotto un angolo ≈SS/R2≈0.5gradi e con Sr=1m2 la superficie del nostro collettore di radiazione posto sulla terra.

Osservare che, misurando la costante solare e lo spettro del sole, è possibile solamente risalire all’angolo sotto cui vediamo il sole, ma non alla distanza terra-sole !!
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