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Introduzione: Wind, Waves, e TDS

Wind Spacecraft, parte del programma ISTP (�International Solar Terrestrial-
Physics�, di ESA, ISAS, NASA), è stato lanciato nel '94 per studiare il mezzo
interplanetario e gli e�etti delle perturbazioni, insite nel vento solare, sulla
magnetosfera terrestre. Gli strumenti di Wind permettono di misurare cam-
pi magnetici ed elettrici, composizione e distribuzione energetica del plasma
nel vento solare, raggi cosmici poco energetici, onde radio e onde plasma, e
Gamma-Ray bursts. In particolare Waves Instrument, misura onde radio e
onde plasma in un ampio range di frequenze (vedi �g. 4), la cui analisi, coor-
dinata con le altre stumentazioni di Wind, vorrebbe fornire un'informazione
completa dei fenomeni d'interazione del vento solare con la parte superiore
della magnetosfera.

Figura 1: Il satellite Wind.

Time Domain Sampler (TDS), parte dell'esperimento Waves, campiona i
campi elettromagnetici nel plasma con un tasso di campionamento che può
raggiungere i 120000 punti al secondo (pts/s). Le forme d'onda elettrostatiche
osservate con TDS sono essenzialmente di tre tipologie (�g. 3):

• pacchetti d'onda coerenti di Langmuir a frequenze f ' fpe (fpe fre-
quenza di plasma elettronica)

• pacchetti d'onda coerenti con frequenze nel range fpi ≤ f ≤ fpe (fpi

frequenza di plasma ionica)

• picchi isolati non sinusoidali che durano meno di 1 ms: Isolated Elec-
trostatic structures (IES)
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Figura 2: Esempio di spettro dinamico misurato da TNR, un altro strumento a bordo di Wind.
L'intensità è misurata dalla tonalità del colore: a basse frequenze si nota la frequenza di plasma intorno
a 20 KHz.

TDS e�ettua le misure delle forme d'onda grazie a due antenne ortogonali
(per il campo elettrico) e ad un magnetometro a spire triassali (per il campo
magnetico). Le due antenne sono un dipolo di 2Lx = 100m, ed un dipolo
molto più corto di 2Ly = 15m. Per determinare il campo elettrico lungo x
o y dividiamo la di�erenza di potenziale V per la corrispondente lunghezza
e�cace L̄x = 41.3m o L̄y = Lx

10
, che di�erisce dalla lunghezza �sica dei dipoli a

causa della presenza dello spacecraft. In generale il rapporto segnale�rumore
è di un ordine di grandezza più piccolo per l'antenna più corta.

Figura 3: A sinistra pacchetto d'onda di Langmuir: la serie ha inizio alle
08:10:32.571(hh:mm:ss.ms) UT (tempo universale) del 96/02/02. A destra tre IES del 95/06/19
alle 09 : 17 : 39.761 .

Le forme d'onda elettriche che abbiamo considerato sono campionate a
120000 pts/s (quindi otteniamo informazioni spettrali per frequenze mino-
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ri della frequenza di Nyquist fc = 60kHz), con una sensibilità di 80µV,
ed organizzate in serie temporali di 2048 punti per una durata complessi-
va di 17 ms.(vedi [1] oppure la pagina web http://cdaweb.gsfc.nasa.gov per
maggiori dettagli).

I dati, forniti dall'osservatorio di Parigi�Meudon (relay center), sono stati
acquisiti a tranche giornaliere (via FTP): la scrematura e la successiva se-
lezione dei dati d'interesse è stata eseguita �a mano� con Interactive Data
Language (IDL), pacchetto software gra�co di largo impiego astro�sico.

Noi abbiamo eseguito un'analisi dei dati forniti da TDS, in particolare
di IES, per mezzo di accurate tecniche di calcolo numerico di smoothing,
spettro, integrazione, derivazione, autocorrelazione, esponenti di Lyapunov.
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Frequency (Hz)

TDS

FFT

TNR

RAD1

RAD2WAVES Frequency Coverage

Figura 4: Diagramma sulla copertura spettrale degli strumenti di Wind.
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1 Smoothing e �ltri digitali

Un tipico �ltro digitale di una serie temporale

fi ≡ f(ti) , ti = to + i∆ , ∆ = passo del campionamento (1)

sostituisce ogni fi con un'opportuna combinazione lineare di elementi della
serie

gi =
Nr∑

n=−Nl

cn · fi+n , (2)

dove Nl e Nr sono rispettivamente il numero di elementi della serie precedenti
e successivi all'i�esimo, per una �nestra di valori [fi−Nl

, fi+Nr ]. Viene così
prodotta una nuova serie temporale gi che costituisce la serie �ltrata.

La scelta più semplice dei coe�cienti è prenderli uguali alla costante cn =
(Nl + Nr + 1)−1, che signi�ca porre gi uguale alla media di fi sulla �ne-
stra [fi−Nl

, fi+Nr ]. Il vantaggio di tale scelta, talvolta detta Moving Window
Avering, consiste nella proprietà di invarianza del momento zero (l'area sotto
il gra�co) e del momento primo (la media) se Nr = Nl, nella trasformazio-
ne f → g. I limiti di questa scelta sono invece la modi�ca dei momenti di
ordine superiore: ad esempio applicare un Moving Window Averaging nell'in-
torno di un massimo locale fM comporta sicuramente la riduzione del mas-
simo nella serie �ltrata ovvero gM ≤ fM , e intuitivamente l'appiattimento e
l'allargamento della funzione g rispetto alla funzione f ( vedi �g. 5 e 6).

Una scelta diversa dei coe�cienti cn che preservi i momenti di ordine
superiore è l'idea base dei Savitzky�Golay smoothing �lters [2] che abbiamo
utilizzato per le forme d'onda che presentavano picchi isolati di notevole
interesse (IES).

I Savitzsky�Golay smoothing �lters invece di utilizzare in ogni �nestra
un polinomio di grado zero (la costante) utilizzano polinomi di grado M (in
generale M = 2 o M = 4): per ogni punto fi si determina il polinomio pM

i

per mezzo del �t dei minimi quadrati sui valori della �nestra [fi−Nl
, fi+Nr ], e

si pone
gi = pM

i (i) . (3)

Il valore del polinomio viene calcolato solamente nel punto i�esimo; per il
punto (i + 1)�esimo viene calcolato un nuovo polinomio pM

i+1.
Anche se questo procedimento sembra molto dispendioso algebricamente,

il �t dei minimi quadrati coinvolge solamente inversioni di matrici [2, cap15],
e genera quindi i coe�cienti polinomiali aj come combinazione lineare delle
fk nella �nestra [fi−Nl

, fi+Nr ]. Naturalmente questo assicura l'esistenza di un
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Figura 5: Moving Window Averaging applicato allo spettro del pacchetto d'onda di Langmuir di �g
3: è ben visibile l'allargamento e la riduzione dei picchi.

Figura 6: Moving Window Averaging alla serie di �gura 3 con Nl = Nr = 25 su tre IES: la riduzione
dei picchi raggiunge il 50%.
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insieme cn per il quale la serie �ltrata

gi = pM
i (i) =

M∑
k=0

cnfn+i , (4)

viene formata mediante elementi adiacenti della serie originale (proprio come
dichiarato nell'equazione 2), e �automaticamente� genera i coe�cienti del
polinomio soddisfaciente il �t.

Figura 7: Savitzky�Golay smoothing �lter eseguito con M = 4 e Nl = Nr = 25 sulla stessa serie della
�gura 6: la riduzione dei picchi è modesta.

Senza addentrarci nei calcoli del �t tra i punti fi−Nl
, fi−Nl+1, . . . , fi, . . . , fi+Nr

mediante il polinomio a0 + a1i + a2i
2 + . . . + aM iM (per dettagli vedi [2,

cap14�15]), otteniamo le seguenti espressioni per i coe�cienti cn ed aj:

cn =
M∑

k=0

(AT ·A−1)0k · nk a = (AT ·A)−1(AT · f) , (5)

dove Ajl = jl ; j = −Nl, . . . , Nr ; l = 0, . . . ,M ; al = al ; fk = fk .
I risultati ottenuti con questo �ltro digitale sono molto buoni come si vede

nel confronto (�g. 6,7 e 8, 9) tra lo smoothing operato da IDL (che esegue
un Moving Window Averaging) e dalla nostra routine (un Savitzky�Golay
smoothing �lter).
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Figura 8: Savitzky�Golay smoothing �lter eseguito con M = 4 e Nl = Nr = 25 su una IES del
96/02/02 delle 12:04:36.554 UT: si noti che il segnale è più �sporco� perchè misurato dall'antenna-Y di
TDS.

Figura 9: Moving Window Averaging con Nl = Nr = 25 sulla stessa IES della �gura 8.
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2 Spettro: Data Windowing ed Overlap

Data una serie temporale

gj = g(tj) , tj = t0 + j∆ , j = 0, . . . , N − 1 (6)

possiamo calcolare la FFT (fast fourier transform)

Gk =
N−1∑
j=0

gje
i2π jk

N , k = 0, . . . , N − 1 (7)

e stimare lo spettro di potenza P (f) di g grazie al periodogramma [2]

PN(0) = P (f0) =
1

N2
|G0|2

PN(fk) = (
1

N2
|Gk|2 + |GN−k|2) (8)

PN(fc) = P (fN/2) =
1

N2
|CN/2|2 ,

de�nito per le (n + 1) frequenze

fk =
k

N∆
, k = 0, . . . ,

N

2
. (9)

In generale PN(fk) 6= P (fk) ed anche P∞(fk) 6= P (fk): infatti è possi-
bile ricondurre PN(fk) alla media pesata di una certa funzione W̄ (f, fk, N),
centrata al valore fk, della funzione P (f) [2]

PN(fk) =
∫ ∞

∞
W̄ (f, fk, N)P (f)df . (10)

Per il periodogramma dato dalla eq. 8 W̄ (f, fk, N) è nota, e la sua espressione
in termini dell' �o�set� s = (f − fk)N∆ espresso in bins (cioè f = fk ↔ s =
0 , f = fk+1 ↔ s = 1, . . .) è la seguente

W (s, fk, N) =
1

N2
(
sin πs

sin πs
N

)2 = |
N−1∑
k=0

ei2π sk
N |2 . (11)

W (s, fk, N) assume il valore massimo per s = 0 (la frequenza fk è la più
�pesante�) e decresce oscillando con un andamento ≈ s−2. Notiamo inoltre
che, per s interi non nulli, W (s) = 0 (le frequenze fj 6=k hanno peso nullo).

Questo fenomeno di inquinamento da frequenze distanti alcuni bins pren-
de il nome di Leakage. La tecnica, detta Data Windowing, che abbiamo
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adottato per ridurre l'inquinamento da Leakage nasce dall'idea di modi�-
care le equazioni 10 e 11 che speci�cano il legame e la dipendenza delle
PN(fk) da P (f). Tralasciando ancora una volta calcoli piuttosto tenici e
laboriosi (per dettagli [2, cap13]), otteniamo, in luogo della 11, la seguente
formula per W (s)

W (s) =
1

Wss

|
N−1∑
k=0

ei2π sk
N wk|2 ≈

1

Wss

∣∣∣∣∣
∫ N/2

−N/2
cos(2π

sk

N
w(k −N/2)

∣∣∣∣∣
2

(12)

Wss = N
N−1∑
j=0

w2
j ,

dove wj è un'opportuna funzione �nestra. Le più comuni funzioni �nestra,
che conducono a risultati pressoché identici, sono le seguenti

wj = 1− |j −N/2

N/2
| Barlett Window ,

wj =
1

2
(1− cos

2πj

N
) Hann Window , (13)

wj = 1− (j −N/2)2

N/2
Welch Window .

L'e�etto complessivo del Data Windowing è quindi modi�care i �pesi� delle
frequenze, diminuendo quello delle frequenze distanti ed aumentando quello
delle frequenze nei bins adiacenti: questo porta ad un �ripulimento� dello
spettro (�g. 10).

Un ulteriore aspetto che �n qui abbiamo tralasciato è la grande �indeter-
minazione� sulla stima della potenza spettrale a frequenza assegnata. Sup-
poniamo ad esempio di campionare un segnale per un certo tempo T con
un passo ∆, di acquisire in tutto N punti e di calcolare il periodogramma
per mezzo dell'equazione 8: come abbiamo già detto PN(fk) 6= P (fk) ma
intuitivamente potremmo attenderci un miglioramento della stima e�ettuata
al crescere di N . In realtà la precisione non cresce a�atto con il numero di
punti campionati, anzi si può dimostrare che la varianza sul singolo valore del
periodogramma alla frequenza fk è uguale al quadrato del valore di aspetta-
zione a quella stessa frequenza, ovvero che la deviazione standard è il 100%
del valore.

L'informazione ulteriore che deriva da un campionamento più �tto (cioè
da una diminuzione di ∆), o da un'acquisizione dati più lunga (cioè un au-
mento di N a ∆ costante) si traduce rispettivamente nell'innalzamento della
frequenza di Nyquist fc = 1

2∆
(l'informazione va dunque nelle nuove fre-

quenze comprese tra la vecchia e la nuova fc), e nella risoluzione più �ne
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Figura 10: spettro del pacchetto d'onda di Langmuir di �gura 3 eseguito con Welch Data Windowing
(in alto) e senza Data Windowing (in basso).

11



delle frequenze discrete (fk+1 − fk = ∆
N+M

contro il ∆
N

precedente) nel solito
intervallo [0, fc].

La tecnica che abbiamo utilizzato per ridurre la varianza sulle stime for-
nite dal periodogramma, si basa sulla partizione dell'intervallo dati originale
in k segmenti di 2M punti ciascuno, e sul calcolo di k periodogrammi (tutti
con le stesse M + 1 frequenze discrete in [0, fc]): la media delle stime del
potere spettrale ad ogni frequenza fornisce un nuovo periodogramma ed una
nuova standard deviation ridotta, nell' ipotesi d' indipendenza statistica tra
i k segmenti, di un fattore

√
k (ogni segmento per quanto già detto presenta

varianza costante indipendentemente dal numero di punti).

Figura 11: spettro del pacchetto d'onda di Langmuir di �gura 16 eseguito con overlap (in alto) e senza
overlap (in basso).

L'ipotesi d'indipendenza statistica si rileva tuttavia troppo ristrettiva per
i segnali che vogliamo studiare, i quali presentano un'autocorrelazione non
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trascurabile. Per ovviare a questo problema e�ettuiamo il cosiddetto Over-
lap, cioè la divisione dell'intervallo originale in k segmenti non disgiunti che
condividono parte dei punti degli intervalli adiacenti, in maniera da lasciare
in ciascuno di essi �memoria� di quello precedente. Il guadagno in deviazio-
ne standard risulta ottimale, o quasi ottimale, con la condivisione di mezzo
intervallo, che permette la riduzione della varianza a 11

9k
del valore di aspet-

tazione. Anche la tecnica della segmentazione e dell'overlap portano ad un
ripulimento dello spettro come si vede in �g. 11.

Pur sorvolando sull'importanza di un'accurata analisi spettrale dei segna-
li, sottolineiamo la di�erenza tra gli spettri di IES e pacchetti d'onda coerenti
di Langmuir: i primi vanno a zero piuttosto rapidamente senza presentare
picchi notevoli o eccessivamente marcati, i secondi invece mostrano una fre-
quenza dominante ed i suoi multipli interi, dovuti alle interazioni non lineari
tra onde.

Figura 12: IES del 96/02/02 alle 12:04:36.554 UT (a sinistra), e spettro associato (a destra).

Figura 13: pacchetto d'onda di Langmuir del 95/05/24 alle 17:53:57.630 UT (a sinistra), e spettro
associato (a destra).
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3 Derivazione ed integrazione numerica

Il problema che vogliamo a�rontare in questo paragrafo riguarda le appros-
simazioni numeriche che si e�ettuano per calcolare derivata ed integrale di
una funzione, nota la serie prodotta dal suo campionamento. Nel nostro caso
la serie

fk = f(tk) , tk = t0 + k∆ , k = 1, . . . , N (14)

è prodotta dal campionamento delle di�erenze di potenziale tra l'estremo
dell'antenna x e lo spacecraft.

Facciamo presente inoltre che per le onde analizzate in questa relazione
il campo elettrico è allineato alla direzione di �usso del vento solare, e che
in un sistema di riferimento solidale al plasma si osservano solamente cam-
pi elettrostatici unidirezionali [1]: questo comporta che il campo elettrico si
sposti rigidamente nello spazio, trasportato dal vento (con velocita v com-
presa tra 300 e 600km/s), e che l'integrazione o la derivazione temporale sia
essenzialmente equivalente a quelle spaziale2:

d

dx
=

1

v

d

dt
. (15)

La serie misurata da TDS (delle di�erenze di potenziale) costituisce anche
una misura diretta del campo elettrico che, poichè la lunghezza d'onda è
molto grande rispetto alla lunghezza dell'antenna (per dettagli [1]), è dato
semplicemente dalla seguente equazione

Exk
=

fk

L̄x · cos θ
. (16)

L'interesse �sico per la serie derivata è giusti�cato dalla prima equazione
di Maxwell, infatti per quanto detto sopra

∂Ey

∂y
=

∂Ez

∂z
= 0 ,

∂Ex

∂x
= 4πρ = −4π e(ne − ni) , (17)

con ne e ni densità elettronica e ionica. La serie integrale del campo elettrico
è interessante invece perchè fornisce, a meno del segno, il potenziale φ:

−∂φ

∂x
= Ex , −∂φ

∂y
= 0 , −∂φ

∂z
= 0 . (18)

2C'e da dire però che l'antenna x del satellite non è in generale allineata con la direzione
del campo elettrico, e quindi è sempre presente un fattore numerico compreso tra -1 ed 1
a moltiplicare, come e�etto della proiezione del campo sull'antenna stessa. Per conoscere
l'angolo θ formato tra antenna e campo elettrico all'istante di interesse, bisogna interpolare
misurazioni di spin dello spacecraft che sono e�ettuate ogni 32 secondi. Sottolineiamo
inoltre che per la durata della misura (17ms) l'angolo può essere considerato costante,
essendo la frequenza di spin di Wind 2.0820± 5 · 10−5rad/s.
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Come punto di partenza per il calcolo delle derivate mostriamo un clas-
sico esempio di approssimazione numerica: direttamente dalla de�nizione di
derivata possiamo scrivere

ḟ(t0) =
f(t0 + ∆)− f(t0)

∆
+ σ(∆) , (19)

dove σ(∆), l' �errore�, è un in�nitesimo in ∆; oppure, equivalentemente,

ḟ(t0) =
f(t0 + ∆)− f(t0 −∆)

2∆
+ σ̄(∆) . (20)

Ciò che non è equivalente nelle due espressioni è l'ordine di in�nitesimo del-
l'errore: σ̄ è del 1◦ ordine in ∆, infatti sviluppando f(t0±∆) in serie di Tay-
lor(supporremo veri�cate tutte le ipotesi di regolarità della f(t) che saranno
necessarie) si ottiene

f(t0 ±∆) = f(t0)±∆ḟ(t0) + ∆2f̈(t0) + o(∆2) (21)

che implica σ̄ = o(∆) a di�erenza di σ(∆) che in generale è solamente un in�-
nitesimo in ∆. Naturalmente questo ci convince a impiegare la 20 come prima
approssimazione di ḟ(t0) visto che l'errore tende a zero più rapidamente.

In e�etti, più in generale, data la serie temporale dell'eq. 14 è possibile
esprimere la derivata di f in tk come combinazione lineare di n elementi vicini
della serie

ḟk =
Nr∑

j=−Nl

ajfk+j + ENr,Nl,k(∆) se (Nl + 1) ≤ k ≤ (N −Nr) ,

ḟk =
n∑

j=0

ak,jfk+j + ENr,Nl,k(∆) se k ≤ (Nl + 1) , (22)

ḟk =
n∑

j=0

ak,jfk−j + ENr,Nl,k(∆) se k ≥ (Nr) ,

dove ENr,Nl,k(∆) è in�nitesimo di ordine n. Una forma più espressiva dell'e-
quazione 22 si ottiene utilizzando la notazione matriciale

ḟ = A · f + E(∆) , (23)

dove A è una matrice non singolare con zeri quasi ovunque, eccetto che in
una banda centrata sulla diagonale (vedi tab. 1).

La scelta dei coe�cienti dipende inoltre dalla natura del fenomeno in
esame: per i problemi di propagazione ondosa risultano molto e�caci scelte
�sbilanciate in avanti� (cioè con Nr ≥ Nl), ed in particolare la scelta a nove
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A =



b1,1 b1,2 b1,3 0 · · · · · · 0

b1 b2 b3 0 · · · ...
0 b1 b2 b3 0 · · ·
0 0 b1 b2 b3 0 · · ·
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
· · · 0 b1 b2 b3 0 0

· · · 0 b1 b2 b3 0
... · · · 0 b1 b2 b3

0 · · · · · · 0 bN,N−2 bN,N−1 bN,N


(24)

Tabella 1: Esempio di matrice A con Nr = Nl = 1

k a−3 a−2 a−1 a0 a1 a2 a3 a4 a5

1 -109584 322560 -564480 752640 -705600 451584 -188160 46080 -5040
2 -5040 -64224 141120 -141120 117600 -70560 28224 -6720 720
3 720 -11520 -38304 80640 -50400 26880 -10080 2304 -240

4÷ (N − 5) -240 2880 -20160 -18144 50400 -20160 6720 -1440 144
N-4 144 -1536 8064 -32256 0 32256 -8064 1536 -144
N-3 -144 1440 -6720 20160 -50400 18144 20160 -2880 240
N-2 240 -2304 10080 -26880 50400 -80640 38304 11520 -720
N-1 -720 6720 -28224 70560 -117600 141120 -141120 64224 5040
N 5040 -46080 188160 -451584 705600 -752640 564480 -322560 109584

Tabella 2: tabella dei coe�cienti che abbiamo utilizzato: Nr = 5, Nl = 3, n = 9.

punti con Nr = 5 e Nl = 3 (vedi tab. 2). Questo stesso schema di approssi-
mazione numerica della derivazione per mezzo della matrice A �a nove punti
sbilanciata in avanti� fornisce buoni risultati per la risoluzione dell'equazione
integro�di�erenziale di Vlasov nei plasmi [4].

Per ottenere i coe�cienti dell'equazione 22, o equivalentemente gli ele-
menti della matrice A, interpoliamo gli n = Nr + Nl + 1 punti con polinomi
di Lagrange di grado n− 1

f(t) =
n∑

k=1

fkPk(t) con Pk(t) =
n∏

m6=k

t− tk
tk − tm

=
n∑

j=1

Bkjt
j−1 (25)

ed approssimiamo ḟ(tk) con il valore della derivata del polinomio
∑

fkPk(t)
calcolato in tk: otteniamo così una combinazione lineare delle fk corretta
entro termini di ordine o(∆n).
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I coe�cienti Bkj si ottengono facilmente considerando che

Pk(ti) = δki =
n∑

j=1

Bkjt
j−1
i (26)

cioè che Bkj è la matrice inversa della matrice Cij = tj−1
i (matrice di Van-

dermonde).
Esempi di derivazione numerica di serie temporali fornite da TDS sono

mostrate nelle �g. 14 e 15.

Figura 14: derivata (a sinistra) di una IES del 96/02/02 alle 13:13:43.546 UT (a destra): in rosso
eseguita da IDL, in blu da noi con lo schema a nove punti della tab. 2.

Figura 15: derivata (a sinistra) di una IES del 97/09/16 alle 11:23:35.996 UT (a destra): in rosso
eseguita da IDL, in blu da noi con lo schema a nove punti della tab. 2.

Il problema inverso di risalire dalla fk alla serie integrale ϕk, e conseguen-
temente dalla serie del campo elettrico Exk

alla serie del potenziale φk, si
risolve discretizzando l'equazione di�erenziale 18 per mezzo della matrice A
di derivazione già ricavata, ottenendo così un sistema lineare di N equazioni
in N incognite

N∑
k=1

Ajkϕk = fj (27)
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N∑
k=1

Ajkφk = −Exj
(28)

Nel nostro caso le incognite sono N=2048 e la matrice A ha dimensione
2048 · 2048. Per aumentare l'e�cienza nella risoluzione del sistema abbiamo
usato la decomposizione LU [2] della matrice A.

Esempi di integrazione numerica delle serie temporali fornite da TDS
sono riportati nelle �g. 16 e 17. Riportiamo per inciso il fatto che ogni
serie numerica di cui abbiamo eseguito l'integrazione presentava una serie
integrale dall'andamento analogo a quello mostrato dalle �gure; questo fatto
è probabilmente riconducibile alla presenza di una campo elettrico medio
costante che conferisce una pendenza media costante ai gra�ci del potenziale.

Figura 16: Pacchetto di Langmuir del 96/02/02 alle 15:50:13.660 UT (a sinistra), e suo integrale (a
destra): è ben visibile una pendenza media costante nella serie integrale.

Figura 17: Come per la serie di �g. 16, ma per l'IES di �g. 3.
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4 Autocorrelazione

La correlazione tra due serie temporali ad N punti

gk = g(tk) , fk = f(tk) , tk = t0 + k ·∆ , k = 0, . . . , N − 1 (29)

costituisce anch'essa una serie temporale de�nita dall'espressione

[Corr(g, f)]j =
N−1∑
k=0

gj+kfk , j = 0, . . . , N − 1 . (30)

L' autocorrelazione non è altro che la correlazione di una serie con se stessa.
I punti che devono essere calcolati sono N , e per ognuno di essi si devono

eseguire N somme, per un totale di N2 operazioni. Per cercare di ridurre il
carico computazionale a grandi N sfruttiamo il Teorema di correlazione, il
quale a�erma che

F (Corr(g, f)) = F (g)F ∗(f) , (31)

dove F indica la trasformata discreta di Fourier e l'asterisco la coniugazione
complessa. Per eseguire i calcoli delle F e di F−1 per risalire alla correlazione
abbiamo utilizzato due FFT (fast fourier transform) e una FFT−1, ciascuna
con un dispendio di N ln2 N operazioni. Il un carico complessivo computazio-
nale risulta dunque anch'esso dell'ordine di N ln2 N , un valore estremamente
ridotto rispetto a N2 e quindi molto più vantaggioso (per maggiori dettagli
[2, cap12�13]).

Esempi di autocorrelazione dei segnali forniti da TDS sono mostrati nelle
�g. 18�21.

Figura 18: autocorrelazione (a sinistra) dell'IES della �g. 3 (a destra).

E' ben visibile dalle �gure il contrasto tra l'autocorrelazione di un IES e
di un pacchetto d'onda coerente di Langmuir.
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Figura 19: autocorrelazione (a sinistra) del pacchetto di Langmuir della �g. 13 (a destra).

Figura 20: autocorrelazione (a sinistra) dell'IES della �g. 12 (a destra).

Figura 21: autocorrelazione (a sinistra) del pacchetto di Langmuir della �g. 16 (a destra).
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5 Esponenti di Lyapunov e Caos

Gli esponenti di Lyapunov sono le principali quantità usate in dinamica non
lineare per distinguere i comportamenti caotici dai non caotici, per misurare
cioè la divergenza o la convergenza di stati inizialmente molto vicini, per
stimare il periodo di tempo oltre il quale le predizioni diventano impossibili.
Per de�nizione un sistema è caotico se presenta almeno un'esponente positivo.

Il calcolo numerico degli esponenti di Lyapunov di un sistema dinamico

ẋ(t) = f(x, t), x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xd(t)) ∈ Rd (32)

si basa su algoritmi di algebra lineare [8] che si applicano quando siano note
le d serie temporali

x1(ti), x
2(ti), . . . , x

d(ti) ti = (i− 1)∆ (33)

oppure, equivalentemente, le (d− 1) derivate rispetto al tempo

x1(ti), x
1′(ti), x

1′′(ti), . . . , x
1(d)

(ti) (34)

di una componente (della prima ad esempio) del vettore x. Nel caso speri-
mentale non possediamo d serie, ma una solamente s(ti) = si, frutto delle
misurazioni di una qualche grandezza �sica, e ci chiediamo se è possibile ri-
costruire un opportuno sistema dinamico, cioè se possiamo ricavare le d− 1
serie derivate

si, si′ , si′′ , . . . , si(d)

(35)

dalle quali poi eseguire il calcolo degli esponenti. Naturalmente non sappia-
mo neanche qual è il d buono; procederemo quindi empiricamente �vedendo
ciò che accade� al variare di d. Per determinare le si(j) , calcoliamo le de-
rivate numeriche mediante di�erenze �nite con punti distanti nd da si (che
chiameremo punti nd�vicini).

si′ ' si+nd − si

nd∆
,

si′′ ' si+2nd − 2si+nd + si

(nd∆)2
, (36)

... .

Intuitivamente il miglior valore per nd sembrerebbe nd = 1, cioè il più piccolo
possibile, tuttavia vi sono indicazioni che, per tenere conto della omogeneità
statistica della serie si, è opportuno scegliere nd maggiore della distanza a
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cui cade il primo minimo della funzione di auto�correlazione di si [7]. Anche
in questo caso adotteremo il metodo empirico �vedendo ciò che accade� per
nd diversi. Tecnicamente nd prende il nome di stride o tempo di ritardo.

Una volta determinate tutte le derivate �no all'ordine d, possiamo rap-
presentarle in uno spazio d�dimensionale che chiameremo spazio delle fasi
ricostruito della serie si. Operiamo ora la seguente sempli�cazione: le deri-
vate ottenute dall'equazione 36 sono combinazioni lineari dei punti nd�vicini
si, si+nd , . . . , si+(d−1)nd , e quindi si può passare dallo spazio delle fasi allo spa-
zio dei punti nd�vicini mediante una trasformazione lineare. Da un punto di
vista computazionale è e�ettivamente più comodo lavorare in questo nuovo
spazio nel quale la serie si è detta immersa. Lo spazio dei punti nd�vicini
prende perciò il nome di spazio d'immersione Sd della serie si. Analogamente
d prende il nome di dimensione d'immersione.

Il passo successivo alla ricostruzione dei punti xi = (si, si+nd , . . . , si+(d−1)nd)
nello spazio d'immersione, è l'approssimazione del �usso incognito

Φte : xi → xi+ne te = ne∆ : tempo di evoluzione (37)

per mezzo di un'opportuna funzione interpolante φ : Sd → Sd le cui compo-
nenti l�esime sono date dalla sovrapposizione di m funzioni di base Xk(x)

yl = [φ(x)]l =
m∑

k=1

φklXk(x) . (38)

Per determinare i coe�cienti φkl, assegnate le Xk(x), è possibile prendere
due strade: imporre che il �usso approssimato passi per le immagini yk =
Φte(zk) di punti assegnati zk ∈ Sd con k = 1, . . . ,m, oppure utilizzare il
metodo dei minimi quadrati su questi stessi punti. La seconda scelta riduce
l'e�etto del rumore insito nei dati osservativi [5]. I punti zk che entrano
in gioco nel calcolo dei coe�cienti φkl, sono alcuni degli evoluti vicini a xi,
veri�canti delle condizioni speciali a�nché la soluzione rispetto ai coe�cienti
dell'equazione 38 sia e�ettivamente possibile. Ad esempio se scegliessimo di
imporre la prima delle due condizioni, i coe�cienti della componente l�esima
sarebbero dati dal sistema

yl =


y1

l
...

ym
l

 =


φl(z

1)
...

φl(z
m)

 =


∑m

k=1 φklXk(z
1)

...∑m
k=1 φklXk(z

m)

 , (39)

ovvero dal seguente sistema di equazioni lineari

Y =


y1

1 · · · y1
d

...
. . .

...
ym

1 · · · ym
d

 =


X1(z

1) · · · Xm(z1)
...

. . .
...

X1(z
m) · · · Xm(zm)

 ·


φ11 · · · φ1d
...

. . .
...

φm1 · · · φmd


(40)
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il quale è risolvibile se la matrice

A =


X1(z

1) · · · Xm(z1)
...

. . .
...

X1(z
m) · · · Xm(zm)

 (41)

è non singolare. In pratica ai �ni del calcolo e�ettivo dei φkl e per il buon
funzionamento degli algoritmi di calcolo degli esponenti di Lyapunov, è im-
portante che la matrice A sia su�cientemente �lontana� dalla condizione di
singolarità.

Se i punti zk sono distinti, la scelta di funzioni radiali

Xk(x) =
√

r2 + ‖x− zk‖2 (42)

come funzioni di base garantisce l'invertibilità della matrice A. Una buona
scelta per il parametro di sti�ness r è renderlo dipendente dal punto xi con
la sostituzione ri = r ·maxk ‖xi − zk‖∞ (‖ ‖∞ è la norma del max).

In questo modo, alla �ne, ci siamo ricostruiti il �usso φ, la cui matrice
Jacobiana trasposta al punto xi è dato da

Dφtr(xi) =


∂X1(xi)

∂x1
· · · ∂Xm(xi)

∂x1
...

. . .
...

∂X1(xi)
∂xd

· · · ∂Xm(xi)
∂xd

 ·


φ11 · · · φ1d
...

. . .
...

φm1 · · · φmd

 = D ·C . (43)

Adesso siamo in grado di calcolarci gli esponenti di Lyapunov λj (dalla
de�nizione stessa) grazie alla conoscenza della successione di jacobiani del
�usso approssimato: il metodo più e�ciente è fattorizzare la matrice

Dφp(x1) ≡
p∏

i=1

Dφ(xi) (44)

come il prodotto di una matrice ortogonale Qp e p matrici triangolari superiori
Rl ad elementi positivi sulla diagonale, da cui si ottiene

Dφp(x1) = Qp ·Rp · . . . ·R1 : (45)

gli esponenti di Lyapunov sono forniti in�ne dal limite [8]

λj = lim
p→+∞

λp
j = lim

p→+∞

1

pte

p∑
i=1

ln2 Ri
jj j = 1, . . . , d . (46)
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Figura 22: esponenti di Lyapunov (con errori) del pacchetto di Langmuir di �g 16. Con linea trat-
teggiata sono riportati anche gli esponenti calcolati per la serie temporale invertita: come si vede un
esponente è spurio, e gli altri sono positivi, quindi la serie è caotica.

In pratica per valutare questo limite si e�ettua la media, cui resta associata
anche una varianza, di tutte le osservazioni di λp

j per n − n0 ≤ p ≤ n con
n = N/ne e n0 = n/10:

λ̄j =
n∑

p=n−n0

λp
j/n0 , (47)

σ2
j =

n∑
p=n−n0

(λp
j − λ̄j)

2/n0 . (48)

Il procedimento che abbiamo eseguito per il calcolo degli esponenti di
Lyapunov ha il notevole inconveniente di generarne di spuri, non legati cioè
alla dinamica del sistema che genera il sistema, ma determinati dalle scel-
te arbitrarie di cui l'algoritmo necessita, in particolare della dimensione di
immersione d.

Per ovviare a questo problema abbiamo utilizzato il metodo di Parlitz [5],
che permette di discriminare esponenti spuri e non, e di stabilire se la dimen-
sione d'immersione scelta è troppo elevata: consideriamo la serie temporale
hi ricavata dalla serie si per inversione temporale,

hi = sN−i+1 i = 1, . . . , N (49)
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e calcoliamo nuovamente gli esponenti di Lyapunov della serie hi. Gli espo-
nenti �veri� della serie si cambieranno segno (intuitivamente se due punti di-
vergevano sotto l'azione del �usso, nell'inversione temporale convergono), al
contrario di quelli �ttizzi che, essendo legati all'algoritmo e non alle proprietà
dinamiche del sistema, cambieranno in maniera di�erente. Queste conside-
razioni ci permettono e�ettivamente di capire se d deve essere diminuito, e
quali sono gli esponenti di Lyapunov genuini.

Un ulteriore criterio di bontà delle scelte arbitrarie e�ettuate nell'esecu-
zione dell'algoritmo (nd, ne, m, . . .), e quindi degli esponenti di Lyapunov pro-
dotti, è fornito dal parametro di controllo errore di predizione: per n = N/ne

volte operiamo con il �usso φ sulla nuvola degli zk, e calcoliamo quindi epred

secondo la seguente formula

e2
pred =

n∑
i=1

d∑
k=1

[φk(x
i)− xi+ne

k ]2/(nd) . (50)

I nostri risultati saranno considerati validi e consistenti per piccoli valori
(rispetto agli esponenti) dell'errore di predizione.
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Figura 23: esponenti di Lyapunov (ed errori) di un altro pacchetto di Langmuir del 96/02/02 alle
22:37:41.881 UT. Con linea tratteggiata sono riportati anche gli esponenti calcolati per la serie temporale
invertita: anche questa ne ha uno spurio, e due positivi, quindi è caotica.

L'unità di misura degli esponenti di Lyapunov è il bit/(unità di tempo).
Per capire l'origine di questa notazione bisogna pensare che un esponente di
Lyapunov positivo comporta una crescita esponenziale della distanza tra due
punti dello spazio delle fasi inizialmente vicini. Questo fatto implica che un
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cubetto di tali punti accrescerà esponenzialmente il proprio volume, e quindi
anche il numero di stati possibili del sistema dinamico caotico.

Secondo la de�nizione di Shannon [10] un sistema che può occupare un
numero maggiore di stati può fornire più informazione, e pertanto un sistema
dinamico caotico crea informazione al passare del tempo. Sempre secondo
Shannon [10] il logaritmo in base 2 del numero di stati di un sistema de�nisce
la misura dell'informazione che si dirà espressa in bits (binary digits).

Applicando questi concetti al nostro caso troviamo che il volume occupa-
bile dal nostro sistema al tempo t è V ∼ eλt (λ esponente di Lyapunov), e
che pertanto l'informazione da esso esprimibile secondo Shannon è

J = log2 V bits = λt bits . (51)

È evidente che questo volume diviene sempre più grande al variare di t, e
risulta quindi più signi�cativo il tasso di creazione di informazione per unità
di tempo:

dJ
dt

= λ bits/(unità di tempo) . (52)

Se eseguiamo il calcolo degli esponenti che abbiamo illustrato per le serie
temporali fornite da TDS, otteniamo e�ettivamente degli esponenti positivi
(vedi �g. 22, 23 e 24) che evidenziano la natura caotica delle serie tempora-
li. Tanto pacchetti d'onda di Langmuir quanto IES presentano (solamente)
esponenti positivi, anche se probabilmente quelli riscontrati per gli IES, sono
generati più dal rumore, o comunque dalla piccola componente alla frequenza
di plasma, che non dalla portante stessa (in questo caso il picco).

Nelle �gure qui riportate, l'unità di misura degli esponenti, poichè sono
stati normalizzati alle rispettive frequenze di plasma, è bits/ciclo.
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Figura 24: esponenti di Lyapunov (in alto) di una IES del 96/02/02 alle 11:38:30.714 UT (in basso).
Con linea tratteggiata sono riportati anche gli esponenti calcolati per la serie temporale invertita. Come
si osserva gli esponenti sono tutti puri e positivi, quindi la serie è caotica.
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6 Conclusioni

In questa relazione sono state studiate le serie temporali di campi elettrici
campionate dal Time Domain Sampler a bordo del satellite Wind nel Vento
Solare vicino. Lo scopo della relazione era duplice:

1. mostrare le tecniche di elaborazione numerica e digitale che sono state
utilizzate per l'analisi delle serie temporali fornite da misurazioni dei
campi elettrici nel vento solare

2. riportare i risultati più importanti ottenuti con questa metodologia
d'indagine.

Tecniche di analisi dati

I principali strumenti di calcolo numerico e di analisi dati che abbiamo uti-
lizzato sono: Savitzky�Golay smoothing �lters, fast fourier transform, data
windowing, overlap, derivazione e integrazione per mezzo del metodo delle
di�erenze �nite spostate in avanti, calcolo dell'autocorrelazione, calcolo degli
esponenti di Lyapunov.

Molte di queste tecniche fanno parte di pacchetti software di largo im-
piego scienti�co, che puntano ad una vasta utenza e quindi alla generalità
d'impiego, che tuttavia si �paga� in termini di e�cenza di calcolo ed accura-
tezza. Pertanto tutte le nostre analisi sono invece basate su speci�che routine
scritte in Fortran.

Come primo esempio dei bene�ci ottenuti con l'impiego di routine speci-
�che consideriamo il caso dello smoothing. L'utilizzo del �ltro operato dal
pacchetto software IDL, il quale impiega un Moving Window Averaging che
notoriamente ha il limite di ridurre ed allargare i picchi, produce un genera-
le appiattimento (vedi ad esempio �g. 5 e 6). Nella nostra analisi abbiamo
preferito utilizzare Savitzky�Golay smoothing �lters [2] i cui bene�ci sono
illustrati nelle �g. 7 ed 8.

Un secondo tipo di analisi coinvolge gli spettri di potenza calcolati tra-
mite FFT. L'applicazione della sola FFT comporta i noti inconvenienti di
data leakage tra bins di frequenza diversi, e di una grande varianza [2] sulla
determinazione del singolo valore dello spettro. Abbiamo a�rontato questi
due problemi rispettivamente con le tecniche di Data Windowing ed Overlap,
i cui e�etti sono illustrati dalle �g. 10 e 11.

Un ulteriore analisi è stata necessaria per il calcolo della distribuzione
spaziale della densità di carica elettronica a partire dai dati primari forni-
ti da Wind. Tale quantità è stata ricavata per derivazione numerica, come
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prescritto dalla prima equazione di Maxwell (vedi eq.17). La tecnica di deri-
vazione che abbiamo usato è quella delle di�erenze �nite spostate in avanti
[3] che riduce il problema della ricerca della serie derivata al calcolo degli
elementi di un'opportuna matrice A che operi sulle serie di partenza com-
mettendo un errore di ordine assegnato. Nel nostro caso abbiamo usato uno
schema di ordine nove il cui errore è o(∆9), con ∆ passo del campionamento
temporale. Gli elementi di queste matrici sono noti e tabulati [3].

Strettamente correlato al calcolo della derivata, è la determinazione del
potenziale elettrico che si ottiene per integrazione del campo elettrico secon-
do l'eq. 18. La tecnica impiegata sostanzialmente e�ettua l'inversione della
matrice A di derivazione, per mezzo di speciali decomposizioni LU che ren-
dono più e�ciente maneggiare matrici di 2048 · 2048 elementi. La bontà di
queste integrazioni è stata inoltre veri�cata dalla derivazione e�ettuata da
IDL sulle serie integrali trovate, ottenendo un ottimo accordo con le serie
temporali di partenza.

La forte irregolarità delle serie osservate ha suggerito la necessità di ese-
guire il calcolo delle funzioni di autocorrelazione (�g. 18, 19, 20, 21). Tuttavia
questa quantità fornisce solamente una valutazione qualitativa dell'incoeren-
za dei segnali sperimentali. Negli ultimi vent'anni l'Analisi Matematica ha
sviluppato algoritmi che consentono di estrarre informazioni quantitative dal-
le serie temporali. Uno di questi algoritmi più moderni è certamente il calcolo
degli esponenti di Lyapunov [8].

Il calcolo di questi esponenti per le serie provenienti da TDS, costituisce
l'aspetto più originale della relazione, perchè si quali�ca come la parte non
standard dell'analisi e�ettuata (ed e�ettivamente si è trattato di un'opera
quasi �artigianale� caratterizzata da aspetti euristici ed intuitivi, anche se
rigorosamente veri�cati, tipici di un vero e proprio esperimento). A causa
della relativa brevità delle serie temporali (2048 pts) si è reso necessario
l'utilizzo di un algoritmo molto so�sticato [5] che permette di aggirare i noti
vincoli sulla dimensione dello spazio d'immersione [9]. I risultati di un tale
esperimento sono riassunti dalle �g. 22, 23 e 24.

Risultati principali

Benché la presente relazione si indirizzi principalmente allo studio di tecniche
di analisi dati avanzate, non vanno trascurati alcuni risultati originali.

Un risultato notevole ottenuto mediante l'integrazione numerica è il parti-
colare andamento dei potenziali (�g.16 e 17) il quale fa pensare alla presenza
di un campo elettrico medio costante nel vento solare. Questo è in linea
con risultati analoghi ricavati presso l'osservatorio di Meudon (A. Mangeney,
comunicazione privata).
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L'altro risultato importante è la caratterizzazione delle serie temporali
fornite da Wind come serie caotiche, cioè provenienti da processi dinamici
con almeno un esponente di Lyapunov positivo (vedi �g. 22, 23 e 24).

L'aspetto teorico�modellistico, che dovrebbe associare le strutture osser-
vate dal satellite a soluzioni dell'equazioni costitutive del plasma nel vento
solare, non è stato qui a�rontato per ragioni di tempo e spazio, ma costituisce
un aspetto complementare all'analisi svolta.
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