Prova Scritta di M eccanica Quantistica

09 gennaio 2013 (A.A. 12/13)

Per MQI, risolvere il Problema 1; per MQII o per il corso aremili MQ, risolvere il Problema 2.
Tempo a disposizione: 3 ore
Problema 1.

SiaHp I'Hamiltoniana di una particella di spin zero in un potereia simmetria central(r), I'equa-
zione di Schrodinger e

0
A= W=HoW. 1
thor W ="How (1)
(i) Nel caso di un oscillatore armonico isotropo,
2 o’
_pt . mw o,
Ho = amt 2 @)

si scrivano le energie e le degenerazioni dei primi dueliidel sistema.
Tornando al caso di generidd(r), supponiamo ora di effettuare una trasformazione unigeizerica,
dipendente dal temp&(t) = S(r,p;t):
W=stp, SS'=s's=1. ©)

(ii) Si scriva I'equazione di Schrodinger pgr
0
h—y =H'Y 4
g W/ =H'y @)
e si trovi la nuova Hamiltonianid’ in termini diHo, S(t) e §S(t).

(iif) Supponiamo di voler descrivere I'evoluzione del sistemarinsistema di riferimento che ruota con
velocita angolare costanf, in senso antiorario, attorno all'asseln questo caso la trasformazione
S(t) e data da
S(t) — dlLzQt ) (5)

Si trovi la corrispondente Hamiltoniamd.

(iv) 1l sistema di riferimento ruotato, descritto ¢, resta a simmetria centrale 0 no? La parita € una
simmetria del sistema?

(v) Ritornando al caso specifico dell’oscillatore armonicarizoo (2), si scrivano i corrispondenti autovalori
di H’ nel sistema di riferimento ruotato: come cambia lo spettes frimi stati di cui al punto (i))?

(vi) Ci si chiede se sia possibile, nel sistema ruotante, scegliea velocita angolar@ in modo tale che
sullo stato fondamentale

(WolX|Wwo) # O :

X & la coordinata nel sistema ruotante.



Problema 2.

Una particella di massae caricae € si muove in un potenzialé(r) che si annulla par > a. Il potenziale
ha uno stato legato la cui funzione d’onda, per a ha la forma:

K \1/2 @ Kr v —2mEg
win=(z) =R ©)

doveEy(< 0) & I'energia dello stato legato. Questo sistema & sotto@msun campo elettrico
£ = (gsinux,0,0), € = cost. ©)

a partire da = 0. Si vuole studiare la probabilita (per intervallo unitedi tempo) di ionizzazione in teoria

delle perturbazioni, assumendo che lo stato finale possaseggprossimato con un’onda piana.

(i) Considerando solo la regiome> a (doveV = 0), giustificare la forma della funzione d’onda (6), data
I'energiaEq(< 0), e specificare il momento angolare dello stato.

(if) Determinare la soglia peb perché avvenga la ionizzazione.

(iii) Determinare la distribuzione angolare della particell@ssa, utilizzando solo argomenti di simmetria
(i.e., il teorema di Wigner-Eckart).

(iv) Calcolare ladistribuzione ip= (p, 6, ¢) utilizzando la regola di Fermi, e integrando, trovare ierdiio-
nizzazione. Commentare sulla distribuzione angolaregeltticella, paragonando il calcolo esplicito
con la conclusione del punto (jii).

Nota: Per il calcolo del punto (iv), si assuma che la forméadehzione d’onda (6) sia valida per tutti i valori
dir,r > 0. (Questo corrisponde al caso di un potenziale delta aitoe.)

Formulario

3, ikr € 4m
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dWsi = i |Fi |25(Ef —E —hw)do. )
Densita di stati: per una particella libera tridimensieng = ger/h

dpp?dQ
dd — (pzpw, (10)



Soluzione

Problema 1.

1. Le energie sono
3 3 1
Enpnyng = Eh‘w+ hw(ng+ny+n3) = Eh‘w+ Nhow; deg.zE(NJrl)(NJrZ) (11)
(N=n1+nz+nz.)
2. Derivando:
iRd W' = SHoW + iR(a;S)W = SHoS W +iA(8,S)S 1y

quindi
H' = SHoS 1 +iR(8;9)S? (12)

3. Unarotazione antioraria del sistema di riferimento @éwajente ad una rotazione oraria degli stati, per

Ccui
S(t) = exp(iLQt) (13)
Per un potenziale centralt® & invariante sotto rotazioni, i.&-y commuta corg, quindi
H’' = Ho— hQL, (14)
4. La nuova Hamiltoniana & 2 1
H’:?njtémmzrzfﬁQLZ (15)

che ha solo simmetria cilindrica, ed € invariante sottat@ar
5. I primi due livelli hanno funzioni d’'onda proporzioanli a
exqfarz) (17 va+ iy,X* Iy)

con L, rispettivamentg0,0,1,—1). Quindi il livello fondamentale resta invariato mentre fimo
eccitato nel sistema ruotante si divide in 3

3 3
E(l): Eo = Eﬁ&) Ei,O: El,0: EFIUHL hw
, _3 / 3
El,l == éﬁw-i- ﬁw— ﬁQ E1,71 - Eﬁ(}.)—f— ﬁ(}.)+ ﬁQ

6. Per averéx) # 0 occorre avere una degenerazione fra stati a parita divéesliamo che peR = wil
livello fondamentale diventa degenere con la componenté ge- 1 del primo eccitato. Una funzione
d’onda del tipo, ad esempio

1
Y= —Z(UJO +W11)

ammette un valor medio non nullo per



Problema 2.

0)
AH = % xé“ 1 h.c. (16)
Lionizzazione richiede che I'energia final®h + Eg sia positiva:
Eo k2R k2h?
> == Eg=———).
® h  2m’ (Bo 2m )

(if) Visto che lo stato iniziale € in ond& mentre la perturbazione
Ox0O T1’1 — lefl,

per il teorema di Wigner-Eckart lo stato finale & nella stessmbinazione di tensori sferici: la distri-
buzione angolare ¢ finale & data da:

cost.dQ|Y11—Y1 12 = dQ—sm29c052(p d(pd9—3|n39c052(p

/dQE[smzecos’(p: 1.

(iii)
dw = 2—;|Fﬁ|25(Ef — E — wh)do;
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Percio
_2n 2K B _ Mmpdpd0
dw= h_64T[2|’_16|r]| 2n(p2+|<252)46(p p*) ohE e P 2m(wh + Ep).
La distribuzione in impulso & data da (a parte normalizze)
2
Px « MpdpdQ
——=0(P— P ) ————, 2m(wh+ Ep).
@i Py o+ &

La distribuzione angolar@ p2 O sir’ 8cos @ coincide con quella ottenuta al punto (ii); integrando su

p usando la funzione delta, si ha
 32k|nPR?mp*3
3(pPKA)

et
p' = V2mwh+Eo),  [nl= %],




