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Problema 1

Un nucleo O di spin-parità32
−

decade spontaneamente,a riposo, in due nuclei A e B di
spin-parità

(JA)PA =
1
2

−

, (JB)PB = 0+ . (1)

(Nel caso di decadimentoα il nucleo B è la particellaα.)

(i) Assumendo che sia il momento angolare che la parità siano conservati, scrivere la fun-
zione d’onda dello stato finale, separando la parte radiale (incognita), e esplicitando
la dipendenza orbitale/spin. Determinare la distribuzione angolare della particellaα,
assumendo che il nucleo O prima di decadere si trovasse nellostato(J,Jz) = (3

2, 3
2).

(ii) Determinare le probabilità di trovare il nucleo A in vari stati di spin, i.e., disA,z =
± 1

2, supponendo che l’apparato à la Stern-Gerlach sia posto nella direzione generica
(θ,φ).

(iii) Assumendo sempre che il nucleo originale sia nello stato(J,Jz) = (3
2, 3

2), determinare
le probabilità che il nucleo A sia polarizzato invece nelladirezione del suo moto; i.e.,
trovare la probabilità

P(
sA ·p

p
= + 1

2). (2)

Problema 2

Consideriamo un sistema metastabile, che inizialmente si trova in uno stato descritto dalla
funzione d’ondaΦ0. La probabilità che dopo un intervallo di tempot il sistema non è
decaduto è data da

P0(t) = |〈Φ0|e
−iHt/h̄|Φ0〉|

2. (3)

(i) Dimostrare che pert sufficientemente piccolo la dipendenza dat è quadratica, i.e.,

P0(t) = 1− ct2+ . . . , c > 0 . (4)

(ii) Suddividendo l’intervallot piccolo per cui vale la formula (4) qui sopra, ulteriormente
in N sottointervalli

∆ =
t
N

, (5)

e considerando il limite

N → ∞, ∆ → 0, t fisso, (6)

dimostrare che se il sistema viene osservato ripetutamentela probabilità che esso
resti nello stato iniziale tende a 1 (detto l’“effetto Zenone quantistico”).
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34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −
√

8/15.
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Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.

Figura 1:
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SOLUZIONE

Problema 1.

(i) L’unico valore consistente con la conservazione del momento angolare e della parità è
ℓ = 2. La funzione d’onda dello stato finale prende la forma

Ψ = R(r) [

√

4
5

Y2,2(θ,φ) |↓〉−

√

1
5

Y2,1(θ,φ) |↑〉 ]

=

√

3
8π

sinθ
[

sinθe2iφ |↓〉+cosθeiφ |↑〉
]

∼ Ψnorm = sinθeiφ |↓〉+cosθ |↑〉 (7)

La distribuzione angolare della particellaα è data da
[

4
5
|Y2,2|

2 +
1
5
|Y2,1|

2
]

dΩ =

[

3
8π

sin4 θ+
3
8π

sin2 θcos2 θ
]

dΩ =
3
8π

sin2 θdΩ . (8)

(ii) Dalla (7) si trova che le probabilità per il vari valori disAz sono date da

P↑ = cos2 θ; P↓ = sin2 θ; (9)

(iii) Occorre trovare la relazione tra gli stati di spin|↑〉, |↓〉 e gli stati di spin indirizzato
a ± p̂ = ±(sinθcosφ,sinθsinφ,cosθ) assumendo che il nucleo A si ossservi nella
direzione(sinθcosφ,sinθsinφ,cosθ). Come è noto, questi sono dati da

|+〉 = |sA · p̂ = + 1
2〉 =

(

e−iφ/2cosθ
2

eiφ/2sin θ
2

)

= e−iφ/2cosθ
2 |↑〉+ eiφ/2sin θ

2 |↓〉 ; (10)

|−〉 = |sA · p̂ = − 1
2〉 =

(

e−iφ/2sin θ
2

−eiφ/2cosθ
2

)

= e−iφ/2sin θ
2 |↑〉− eiφ/2cosθ

2 |↓〉 ; (11)

La probabilità richiesta è

P = |〈+|Ψnorm〉|
2 = (cosθcosθ

2 +sinθsin θ
2)2 = cos2 θ

2. (12)

Problema 2.

(i) Sviluppandoe−iHt/h̄ pert piccolo

e−iHt/h̄ = 1− iHt/h̄− t2
2 H2 + . . . . (13)

per cui

〈Φ0|e
−iHt/h̄|Φ0〉 = 1− it

h̄ 〈Φ0|H|Φ0〉−
t2

2h̄2 〈Φ0|H
2|Φ0〉+ . . . . (14)

Nel secondo termine,

t2

2h̄2 〈Φ0|H
2|Φ0〉 = t2

2h̄2 〈Φ0|H ·H|Φ0〉 = t2

2h̄2 [ |〈Φ0|H|Φ0〉|
2 + ∑

n 6=0

|Hn0|
2 ] (15)

Si ha quindi

|〈Φ0|e
−iHt/h̄|Φ0〉|

2 = 1+ t2

h̄2 |〈Φ0|H|Φ0〉|
2− t2

h̄2 [ |〈Φ0|H|Φ0〉|
2 + ∑

n 6=0

|Hn0|
2 ]

= 1− t2

h̄2 ∑
n 6=0

|Hn0|
2 (16)

che dimostra la formula(4).
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(ii) DopoN misure ripetute, la probabilità che il sistema si trovi nello stato originale è:

P = (1− c∆2)N = (1− c
t2

N2 )N ∼ e−ct2/N → 1. (17)
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