Prova Scritta di M eccanica Quantistica

28 gennaio 2014 (A.A. 13/14)
Tempo a disposizione: 3 ore

Per il Compitino Il risolvere il Problema 2;
Per MQI, risolvere i Problemi 1 e 2;
Per MQII / MQ annuale, risolvere i Problemi 2 e 3, 0 in alteiveatl e 3.

Problema 1

Una particella di massa si muove nella semirettac (0, ), sottoposta al potenziale

V(x){;gé(x_a)’ izg’ (a>0,g>0) (1)

Si vuole studiare lo spettro di questo sistema, in partiegl@ proprieta di eventuali stati
legati.

(i) Scrivere le condizioni di continuita (o discontinuitsg onporre sulla funzione d’onda

P(x), ¥'(x), ax=a.

(ii) PerE < 0, scrivere la forma generale della funzione d’onda, tenamto solo della
condizione al contornoa= +oo.

(iii) Tenendo conto della condiziona al punto (i) e della condizial contorno & = 0,
trovare I'equazione implicita che determina I'energia dowstato legato.

(iv) Analizzando la detta equazione trovare il valore criticcada = ag, in termini di
m, g, h, dimostrando che il sistema ammette uno stato legata pedi;; nessuno per
a<ag.

(v) Trovare approssimativamente I'energia dello stato legagddue limiti:

1. ae appena al di sopra diy, i.e.,(a— a¢)/ac < 1.
2. a> ag.

(vi) Per quanto riguarda lo spettro contin&o> 0, qual’é la degenerazione dei livelli?

Problema 2

Un sistema di due spié e descritto dalla funzione d'onda:

U=l

W) 75

)

dove 1
s|1)=3I1), 3)
etc.
(i) Esprimere lo stato (2) come una combinazione lineare diditspin totale |Sot, Sot z)-
(if) Simisura
O =S B, (4)

doveSq = sV +s?, B = (0,0,B) (B & un vettore costante), nello stato di cui sopra.
Dire quali sono i possibili risultati della misura, e con fuelative probabilita.



(iii) Siaccende la seguente Hamiltoniana all'istante0

: (6)

(f & una costante). Determinare I'evoluzione temporaleadihzione d’onda e

trovare la probablita che una misuraélli) fatta ad un istante(t > 0) dia il risultato
+3.

H=fts.s?

Problem 3

Un atomo di idrogeno (carica dell’elettrone—=e) & immerso in un campo elettrid® =
(0,0, ) debole, doves & una costante.

(i) Scrivere il potenziale di perturbaziolecorrispondente a tale campo esterno.
(i) Dire quali elementi di matrice d¥ tra gli stati din = 2,
[2,0,0), 1]2,1,0), |2,1,1), |2,1,—1), (6)
sono non nulli. In quanti sottolivelli si divide il livello = 2?

(ii) Calcolare le correzioni all’'energia del livello = 2 dovuto alla perturbazioré, al
primo ordine in£.

(iv) Dire come il campo elettrico di cui sopra influenza laaridi assorbimento della
transizione
In=1) - |n=2),

i.e., in quante linee questa linea @i Lyman) si divide in generale, e con quale
spostamento della lunghezza d’onda.

(v) In approssimazione di dipolo, dire come il numero delide cambia se

1. la luce ha la direzione di propagaziokes (0,0,1) ;
2. la luce non polarizzata ha la direzione di propagazibnre(0,1,0) ;

3. laluce ha la direzione di propagazioke- (0,1,0) ed & polarizzata linearmen-
te cone = (0,0,1).

Formulario

Wnem = Rae(r) Yem(8, @).

Rio(r) = 2r§3/2e’r/r3,
o1 32 TN
Rg,o(l’) = Z\fer <2 rB)e B
_ 1 =320
Roa(r) = L rBe B,
1
h( = T
0= T7m
Yi0=/ 2 cosh, Y20 =/ 12 (3c0$0 - 1),
Y141 =Fy/ g sinBe*”, Y211 =F/ £ cosB sinbe*'?,

Yz,iz =14/ % sinzeeﬂi‘p.



Soluzioni

Problema 1.

(i) lvalore della funzione d’onda deve essere continuo,

Yat+) = @) ()

Integrando I'equazione di Schrodinger nellintervalo-€,a+¢€) si trova la condizione
sulla derivata

2
W(at) - W(a-) = - u(a). ®)
(i)
Ae*+Be® 0O<x<a —2mE
X) = ’ ’ K = 9
W) {Ce"x, X>a, h? ©
(iii) La condizione al contornava= 0 € semplicementg(0) =0, i.e.,
A+B=0. (10)
Le condizioni ax = a sono:
Ag?+Be *@=Ce *?; (11)
Ae®—Be "= _Ce " ¥(1— Z—ng) ; (12)
K
La condizione perché (10)-(12) abbiano soluzioni non baisalta
2
e xay K 1o (13)
mg

Questa equazione determikguindi I'energia dello (eventuale) stato legato.

(iv) Dai grafici

2
—2Ka KR
=g ¥4 =1-—, 14
y y g (14)
si evince che per
ﬁZ

a>aa =5 (15)

i due grafici si intersecanoka> 0 quindi il sistema ha uno stato legato; per

ﬁZ
< —

a< 2mg (16)

I'unica intersezione € g = 0 quindi non ci sono stati legati.

(v) Dai grafici si vede ch& — 0+ aa — ag+, quindik & piccola pefa— agr)/ae < 1.
Sviluppando percio la (13) ik fino al secondo ordine, si ha

1 R 1
Kzﬁ(za—@)=¥(a—acr). (17)
Nel limite opposto, il primo termine della (13) & piccola;doluzione & vicina a
mg .
K= = (18)

la soluzione del sistema senza la parete-a0. La prima correzione & data da

K ~ %(1_ e2moa/fPy (19)



(vi) 1 livelli del continuo sono singoli. Utilizzando la condaie y(0) = 0, il teorema
di non degenerazione nello spettro discreto (dor- 0, a X = 4) pud essere
generalizzato in questi casi.

Problema 2.
i)
_ |lT>7|ll>7 |1a0>7|0a0>7|1a71>
W0 = o = v (20)
ii)
O=S5qu-B=BSo;. (21)
o |lT>7|ll> _ |SOI,Z:0>_|SOI,Z:_1>
W= B 7 (22)

| possibili risultati della misura sonqt ; = 0 0 Stz = —1, con relative probabilita,
% per ambedue.

iii)
1 3 3 1 Su=1
1.2 (g2, 2 _2\_ )&
s .g Z(S[ot yl 4) {_%, Su =0 (23)
L'equazione di Schrodinger &, per le compon&gi= 1 eSq =0,
0 a 0 3a
i—w® ) = St i—w@ ) = —ZtwO ). 24
=) = Zte®n), iz =T (24)
Queste equazioini si risolvono facilmente introducendesi@able
T=t?: (25)
le equazioni sopra diventano
0 a 0 3a
iIF—uwD) = Sg® i—wO1) = — 22O
w0 = 200, ihmeO0 =-Fu0n,  (26)
con la soluzione,
W) = e 2 /MyM(0), Ot =/ MY)(0), (27)
AR UD-11D) 1000 [L-1
W(0) = — S A A R o R 28
allistantet la funzione d’'onda &
, —iat2/4h| _ dat?/4m —iat2/4h)q _
W) = e|a12/8h_[e |1,0) — € 0,0) e 11, 1)]
2 V2
- 2 2 .
gazja TSNS 1) T eoss|LT) e ML), 0
V2 V2
La probabilita richiesta e:
1. 1  ,at?
P(s =5) =5 sif 2= (30)



Problema 3.
(i)
V=e£z (32)

(if) V e un tensore sferico di rango 1,
~ Tol .

Dal teorema di Wigner-Eckart si evince che gli unici elemdnmatrice non nulli
sono trg2,0,0) e|2,1,0),

(2,0,0/V|2,1,0), (2,1,0/V|2,0,0) . (32)

(iii) Secondo la teoria delle perturbazioni degenere al primimerte correzioni sono dati
dagli autovalori della matrice

@2,0,mV|[2,¢,n) . (33)
Ora
(2,0,0V[2,1,0) = er / drr?Roor Roy / dcoshdYgo cosdVi o
—  _3errg=(2,1,0V2,0,0) (34)
1
AE — +3ez g, — —(|2,1,0)+(2,0,0)), 35
B |W12) \/§(| )£ ) (35)
AE=0,  |Waa)=|2,1,+1) (36)

(iv) Illivello n=1, |¥o) = |P1,0,0) NON & corretto al primo ordine in. Larigan=1—
n = 2 si divide in tre righe con le lunghezze d’onda

hc
E,_E. |Wo) — [W34), (37)
hc hc
E, E. L AE Wo) — [W2), E,_E, _AE |Wo) — [W1), (38)

(v) L'ampiezza di transizione € proporzionale a
(Wtinalel€ - 1 [Winizale)
segue che il numero delle rigiheé:

1. N =1 se la luce ha la direzione di propagazidae; (0,0, 1), poiché le uniche
transizioni possibili son@¥g) — |W3 4);

2. N = 3 se la luce non polarizzata ha la direzione di propagaziore(0,1,0)
perché in questo caso le polarizzazioni sono in direzoni(1,0,0),(0,0,1):
transizioni sono possibili su tutti gli stak#l1 2 3 4;

3. N = 2 se la luce ha la direzione di propagazioke; (0,1,0) ed & polarizza-
ta linearmente in direzione= (0,0, 1), poiché le uniche transizioni possibili
sono|Wy) — |W12).



