Prova Scritta di M eccanica Quantistica

Facolta di Scienze, M.F.N., Universita di Pisa
29 giugno 2012 (A.A. 11/12)

Tempo a disposizione: 3 ore. Risolvere:

Problemi 1 o 2 a scelta + [3, (i)-(v)] per la prova scritta cdetp del corso annuale MQ (A);
Problemi 3 per il Compitino 2 del corso annuale MQ (B);
Problemi 1 e 2 per la prova scritta di MQI, vecchio ordinang);,
Problemi 3 per la prova scritta di MQII, vecchio ordiname(id).

Indicate chiaramente per quale dei (A)-(D) avete optato.

Problema 1.

Si consideri una particella di spfin un autostat¢s, 1) di seds;.

(i) Dire quali sono i possibili risultati delle misure dell’'@ssabileA = s-n, doven e il versore nel piano
y—z, che fa un angolé con l'assez.

(i) Si calcolino gli autovalori e gli autostati é.

(iii) Si calcolino le probabilita di ottenere i risultati di cdipunto (i) se si effetua una misuraAisullo stato
11
29 §>

Problema 2.

Una particella di massm € vincolata a muoversi sul segmente<X < a. Lo stato della particella
descritta dalla funzione d’onda
. T, X
Px) =N sin— (i+2v2 cosg) . 1)
(i) Determinare la costante di normalizzazidhe

(i) Dire quali sono i possibili risultati di misura di energiacie relative probabilita. Trovare il valor medio
dell’energia.

(iii) Trovare il valor medio della posizionedella particella.



Problema 3.

Un atomo di idrogeno, dovuto alle interazioni tra I'eletteoe il nucleo, ha un piccolo termine di poten-
ziale aggiuntivo,
V=G[8()s p+sp&(r)] )

doveG > 0 er, p e s(in unita dih) sono rispettivamente gli operatori delle coordinatelidgbulso e dello
spin dell’elettrone.

(i) Dire perch&/ non & scritto semplicemente come

V =2G&%r)s-p (3)

(ii) Dire quali dei seguenti osservabili sono conservati ingmea div:
2 Y, L2 L, & s N. (4)
(NelaparitaJ=L +s)
(iii) Classificare gli stati dei livelli imperturbati= 1,2 dell'idrogeno, second 'usuale schema, i.e.,
nL; (5)
doveL = S P,D,... rappresenta il momento angolare orbitald,iemomento angolare totale.

(iv) In base a considerazioni di simmetria, dire quali sono @irenti di matrice non nulli dv (tra gli
stati imperturbati di cui al punto (iii)) rilevanti al primordine perturbativo irG, e di conseguenza,
descrivere se e come il potenziale risolve la degeneragieneellin=1,2.

(v) Quali tra le interazioni fondamentali note oggi, i.e., leeiazioni forti (nucleari), le interazioni elettro-
devoli* e le interazioni gravitazionali, potrebbero cangste correzioni di forma, (2)? (*le interazioni
elettromagnetiche e deboli)

(vi) Calcolare le correzioni all’energia al primo ordineGrai livelli n=1,2.

Suggerimento: per il punto (vi) potrebbero risultare utdéile relazioni come (ponendg = 1)

Spo+S.py (o1 . (o0).
s-p_i2 + Sz, S+—S<+IS),—<O 0>, St =S IS”_<1 0), (6)
. 9 0.
pi:pxi'py:(—'ﬁ)(a—xia,), )
RooYo0 = __ (2-ne%  RuYig= L ez RoiYi1=— ! (x+iy)e™/%  (8)
T avan ’ T avan ' ST 4Vam ’
/d3rF(r)63(r){...} —F(0){...}ro. 9)

Visto cheGh(lunghezza)~# ha la dimensione di un’energia (come si vede dalla (2)),ab|aaz'ntrodurrerg4
per ripristinare la dimensione corretta alla fine del calcol






Soluzione

Problema 1.

0]
+

NI

(10)
(ii) Gli autostati din-s(con gli atovalor'tt% pern generico sono
—ig/2 -i9/2j
X = < eé@/Zs(,:ig(?j/zz ) ; X-= ( feitp/zilz:s;%//zz ) ' (1)
Pern del problemaf generico ep=11/2.
e W4cosh/2 cosh/2 e W4sing/2 sin@/2
e = < d4sing/2 ) - < i sing/2 >; X-= ( —eW4cosh/2 ) - < —i cosB/2 )

12)

(iii) La probabilita di trovare-s= i% nello stato

Xs=1/2 = < é ) (13)

sono

P = [(X+|Xsm1/2) > = cO$8/2; P_ = [(X-Xs=1/2)|* = sin?6/2. (14)

Problema 2.

(i)
W(x) = N[isin® +v/2 sinZX] . (15)
/dx|qJ|2:Nz/adx[sinz%JrZsinz%‘X]:N23—a. (16)
0 2
2

N=1 (17)

Utilizzando le autofunzioni normalizzate,

v - Bainz, g - [Zeinze, (18)

con l'energia

R ,  4TPR?
1 — S 2 — Pl (29)
eispettivamentap si scrive come
ww=J§WW+ﬁM%. (20)



e . y . N . . TS 2
(ii) La misura dell'energia dara®® o E?, con rispettive probabilita} e 2.

(iii)
a/2 y .
(x) = N? / dxx[sin® 2 4 2 sirf 2X | = N2 / A% (R+a/2) [sin? TER2) | 5 gjpp 2MX2/2)
a/2
a/2 . .. aN’3a a
— N2 % (% i 2y aNToa _ a
- N /7&/2dx(x+a/2)[co§ X 4 2 sirf 2% 5 =5 (21)
Problema 3.
0
V =2G&%r)s-p (22)
Non e Hermitiano e percido non @ ammesso come forma di unitéaiano.
(ii)
2, Y, . (23)
(iii)
1812 2Sy2; 2Py2; 2P3). (24)

(iv) Pern= 1 ovviamente la correzione si annula poish&ambia la parita. Par= 2 gli unici elementi
di matrice non nulli tra gli stati inperturbati sono tr&2, e 2P »; visto cheJ; si conserva, basta
considerare e.g., tra gli stati 8i = +1/2:

(2S1/2, 2= 3V|2P )2, & = 3); (2Py)5, 3= 3IV[2S10, 3 = 3); (25)

(vi) Pern= 2 basta considerare I'elemento di matrice

(2S12, 3= 3V|2P1 )2, = 3) =V1+ Vs, (26)
G(2Sy/2, J, = 3|8(r) s-p|2Py)2, I, = 3), (27)
Vo =G (282, ), = %|s~p63(r)|2P1/2, J=3)=G(2Py)5, ;= 3|8%(r)s-p[2Sy2. = 3)* (28)
e h.c.; dove
12P/5,d,=3) = Raa(r fY11|l +\/7Y10|T (29)
2Py 2, %= ) = Rea(n) [/ 31 11) — /3ol 1)); (30)
12S1/2, 32 = 3) = Reo(r) Yool 1) (31)
Utilizzo
Sy p-+S_p+ . 01 . 0 0
S-p 5 + 5Pz, St =Sc+Isy <00>, Sy =& —lsy (10) (32)
P = PxEipy; (33)



1 1 1
ReoYoo=—=(2-1)e""? RoaY10= ze /2 RoaYi1=——7= (x+iy)e /%

4\/21 4y/21 4v/4n
(34)
Visto che
R21Y10lr=0 = R21Y1.1|r=0 =0, (35)
risulta, usando (9), che
Vo=0: (36)
basta considerald. Usando (8), (9), si ha
G 1 S:p-+S pi > 1yt i) e T/2 1,01/2 }
VvV, = - —1/ 3 (X+iy)€e —1/ 3 z€
v = o [0 (BB e (- Aocrive - Bze 2|
G L 1 _
= Ton %[—%D(XJrly)e r/z—ilozze '/2}
r=0
. /3G
= ih 2+1)=ih—— 37
3o \/é( ) 3om (37)

(N.B. i termini che si ottengono agengosal fattore esponenziale si annullano & 0.) Visto che
GhL~* ha la dimensione di un’energia, per ripristinare la dimensicorretta, basta reintrodurga“:
.~ V3G
vi—ifC (38)
32rrg
Nello spazio di stati imperturbati degeneri= 2, |25, 5), [2Py/2), |2P3/2), percio, considerando gli
stati diJ, = +1/2 (la degenerazione sk resta intatta), si ha gli elementi di matrice\i

. \/éG
0 |h_32,1Té 0
V3G
-y 0 0. (39)
0 0 0

Diagonalizzando la matrice, si hanno le correzioni

V3Gh
AEj_1p=+— 40
J=1/2 32T[rga ( )
ciascuno dei quali doppiamente degeneri; gli autostadtivlsono
1 1 1
NG (12812, 3= 3) F|2P12, 1= 3)] - (41)

Osserviamo infatti ché non & un buon numero quantico. (Punto (ii)). Infine, gliistat) = 3/2
quattro volte degenere, restano invariati,

AEj_3/,=0. (42)



