Compitino 2 di Meccanica Quantistica |

Facolta di Scienze, M.F.N., Universita degli Studi diRis
22 dicembre 2006 (A.A. 06/07)

Tempo a disposizione: tre ore. Risolvere, a scelta, unodmlproblemi contrassegnati con *.

Problema 1.

Una particella di spir% si trova in uno stato con lo spin diretto nella direziane-
(sinG,0,cosY).
(i) Scrivere la funzione d’onda di spin di questo stato;

(i) Dire qual’e la probabilita che la misura di (per es. con I'apparecchio a la Stern-
Gerlach) dia il risultats, = % in questo stato;

(iii) At =0 siaccende un campo magnetico costante e unifdmeB(0,1,0). L'intera-
zione & descritta da
H = —gs-B.
Trovare la funzione d’'onda al tempoe calcolare la probabilitR(t) di trovare il
risultatos, = % in una misura fatta all'istante fare uno schizzo dp(t).

(iv) Scrivere I'equazione di Heisenberg per gli operatori dnsfii Heisenberghux(t),
SHy(t), sHz(t), e risolverle.
*(v) Calcolare il valor medio dsg; all'istantet nello schema di Schrddinger (utilizzando

il risultato del punto (iii)) e nello schema di Heisenbertjlizzando il risultato del
punto (iv)) e paragonare i risultati.

Al punto (iii) potete usare la formula@ un vettore costante)

i . a .
€#9 = coslql HH - sinlal.
Problema 2.
Una particella di massa si muove in un potenziale tridimensionale,

o0 r<R,
V(r)=V()=40 R<r<R+a, 1)
o0 r>R+a,

(Fig. 1). Sivuole studiare lo spettro di questo sistema.

(i) Separando le variabili in coordinate sferiche, dire quatisle condizioni al contorno
da imporre sulla funzione radiale;

(ii) Derivare I'equazione che determina implicitamente i livdl energia, per ciascun
valore di/ (il momento angolare orbitale).

(ill) Risolvere I'equazione al punto (ii), pér= 0, trovando tutti i livelli energetici con
(=0.

*(iv) Pera< R, il primo stato eccitato si trova a
HZ
mR2

sopra lo stato fondamentale. Spiegare questo risultataasgsolvere le equazioni
di cui al punto (ii), usando solo un ragionamento fisico.

AE =



R R+a

Figura 1:



Soluzione

Problema 1
(i) /2
(o]0
W)= < sinB/2 )
(i) Py =cogd.

(iii) L'evoluzione temporale viene descritta da

(b)) =e MM y(0)),

i i Bt gBt cos? sing
e HUA _ %oy _ o0t sin>— o
2h +ioysi 2h —smg—Bh1 coszgq1

)

[ cos®  sin® cos9/2 \ [ cog®— B\
|w(t)>_( —sngzaﬁt cos% > ( sin@/2 >_< Sm(gz_§) ) :

lo spin ruota nel piang— z

P(t) = cod (5 - &)
(iv)
ihsx(t) = [sux(t),H] = —gB[SHx, SHy] = —9Bisz,
iNSHy (t) = [sHy(t),H] = —9gB[sy, sny] = 0;
iRSH(t) = [SHz(t), H] = —9B[SHz, SHy] = —gB(—1) Shix,
Cioe,

Sy(t) = $y(0) = 5, = cost;

. B _ B
Six(t) = — gﬁ SHz, st(t):ngHx.

S = (2P0 sl = (32 Ps00)

Integrando le ultime equazioni, si ha

gB

st(t):s(cos(%t)—szsin(Ft); st(t):szcos(%t)+s(sin(

dovesyy, sono gli operatori di Schrodinger.

(v) Nello schema di Schrodinger,

W) lsb0) = 2ieod(S ) _sie($ - Ly L coge I

2 2h 2 2h 2

Nello schema di Heisenberg,

h

Sﬂz(t)=sz008(%3t)+sxsin(%t)::(cosE sin%?. )

sin®®t cosgg

(WlsHz(0)]w) = 3 ( cos/2 sing2 ) <

che coincide con il risultato nello schema di Schrodinger.

sin % gg‘ —cos®!

cos®  sin® cosh/2
sinB/2
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h
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Figura 2:

Problema 2

(i) La condizione da imporre &

Rik(R) = Rix(R+a) = 0.

(i) La soluzione generale ha la forma
Rek(r) = Aje(kr) 4+ Bng(kr),
quindi le condizioni al contorno sono
Aj¢(kR) 4+ Bny(kR) = 0; Aj(k(R+a))+Bny(k(R+a))=0.
La condizione per cui questa equazione ha una soluzioneultnperA, B, &

je(kR) ny(kR)

i kR+a) n(kRta) |~ °
(iii) Per¢ =0, K «
jo(kr) = %; no(kr) = CT« 5

La condizione sopra diventa
sinkR cosk(R+ a) — sink(R+ a) coskR= —sinka =0,

per cui
n °n?h?
k:;, Enzm7 n:1,2,.... (2)

Questo ¢ lo stesso della buca uni-dimensionale.

(iv) Per una particella che si muove con raggio figse R) I'energia & data dal termine
centrifugo,
00+ 1)RP
T T2mRz
Per la particella in questione, I'energia deve essere lavsmdell’energia di

. . . 2R2 . . 2 L .
eccitazione radialge, = f;; e I'energia del moto rotatori (g;gzﬁ . Quindi per il

primo stato eccitato I'energia saré=€ 1)

™h?  2R2

1= omaz + 2mR?



