Compitino di M eccanica Quantistica

22 marzo 2013 (AA. 12/13)

Tempo a disposizione: 2 ore

Problema 1.

(i) Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale,

2 2
P> mu?x
0=5-+"— 1)
Determinare la correzione all’energia deigimo livello, al primo ordine inf
V=1Fx, 2)

utilizzando la teoria delle perturbazioni.

(if) Trovare lo spettro del sistema ceh= Hp+V ((1), (2)) esattamente. Paragonare il risultato dellaigeor
delle perturbazioni del punto (i) con il risultato esatto.

(iii) Si consideri ora un oscillatore armonico tridimensionale,

2 W?r2
_p° morr
Ho=o—+—5—. 3)
perturbato da

V =gxyZ. (4)

Trovare la correzione all’energia del primo livello ectitaal primo ordine irg.

Problema 2
Un atomo di idrogeno nello stato fondamentade<(1) & sottoposto ad una perturbazione

V =Ad(x—ct)d-E, d=er, E=(0,%,0). (5)

(c & la velocita della luceaA &€ una costante con la dimensione di una lunghezza).

(i) Al primo ordine della teoria delle perturbazioni determmsan quali stati eccitati si puo trovare I'atomo
dopo il passaggio dellonda d'urto”, Eq.(5).

(ii) Calcolare la relativa probabilita, limitatamente a staitati comn = 2.

Potete usare il fatto che 2
1
== 1o (6)
hc 137

per analizzare approssimativamente I'elemento di matiitesia per il punto (i) che per il punto (ii).



Soluzione

Problema 1.

(i) Al primo ordine
12n+1 fh2n+1

AEn=<v>m=fx§n=fp = 7)
(i)
_ PP maA 2 P* | MK
Heomt 2 ™=t ®

dove

= /w2 +2f/m. )

Questa e un oscillatore armonico con la frequeizan lo spettro

. . 1
finché o
f>—— 11
> (11)
il sistema invece descrive una particella libera per —#, con lo spettro
p?
E=5-20  —o<p<e, (12)

con una doppia degenerazione per ogni livello Eon 0, e infine, il sistema & instabile (non ha lo stato
fondamentale) per

mu?
f< - (13)
Perf piccolo, piu precisamente per
mu?
< == (14)
2
@ si puo sviluppare in potenze di
~ f
=wl+—+... 1
O=wl+ i ) (15)
quindi al primo ordine
fh 1
AE ~ — = 1
—(n+3), (16)
in accordo con la teoria delle perturbazioni, (7).
(iii) Al primo livello eccitato, ci sono tre stati,
1) =(1,0,0), |2)=(0,1,0), |3)=(0,0,1). a7)

In teoria delle perturbazioni degeneri, costruiamo unaiceat

Vij = GiIVIj). (18)



Dalla conoscenza degli elementi di matrice dell'osciltatanidimensionale, & chiaro che gli unici
elementi non nulli sono trel) e |2), con

1 1 1 A \?
V12 = Va1 = gx10Y01(Z)oo = gm 50 202 = % (m) (19)

Diagonalizzand® si ha che il primo livelli si divide in tre sottolivelli, con

5 5 g/ )2
Problema 2.
(i) La probabilita & data dalla formula,
1 ° jwyit |2
Psi = ﬁ |/0 dtVii(t) €9t (22)
Sostituendo
V =Aecyd(x—ct), (22)
e integrando in, si ha
EeAE? wiiX/c
Pfi:7|(n€m|ye' X/ 1,0,0)|2. (23)
c2h?
Ora 2
Wi X E,—E1 X 1
= = - = 24
c X ch 2cﬁrB( nz)’ (24)
e prendendd| ~ rg e visto che
€ 1
&~ 3T (23)
possiamo approssimare
gorix/C g, (26)
L'elemento di matrice rilevante ora ha la forma semplice
(n,£,mly|1,0,0). (27)

Secondo il teorema di Wigner-Eckart soltanto gli stati ¢6yrm) = (1,1),(1,—1) vengono eccitati
(conn > 2 qualsiasi). Anche gli stati del continuo, sempre ¢6m) = (1,1), (1, —1), possono essere
eccitati.

(i) Limitandoci ai casi di stati finali con = 2, ci sono due stati possibilin,/, m) = (2,1,1) e (2,1,-1).
(2,1,1)y|1,0,0) = /drr3R2,1(r)R1,o(r) /d(pd cosBYy'; sinBsingYo o; (28)
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1282 128/2

81/3  8L/3 (29)

/drr R (r)Reo(r) =



+ sinsingtoo— 1] 31/ L n6e9sings
/d(pd cosfY; 4 SinBsingYp o = an 4T[/d(,od cosBsinBe '¥sinBsing
3 /14, . i
= Va\ama M=% )

per cui
128 27
(2,1,1|y|1,0,0>_|27rsr3_|§r3 (31)
Percio 14 2p2g?
2" &AL
P100)-211) = 308 2 (32)
Analogamente,
214 @2p2z2
P100)—21-1) = 308 22 (33)



