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Problema

Un atomo in uno stato eccitato ha come configurazione elettronica dei gusci
completi e due elettroni periferici, uno di tipo s e uno di tipo p, rispettivamente.

(a) Si calcoli la degenerazione del sistema trascurando Uinterazione della coppia
e approssimando ad un campo centrale 'effetto dei gusci completi.

(b) Si tenga ora conto dell’interazione elettrostatica H,. fra i due elettroni:
si scrivano i multipletti (L, S) possibili e si indichi il fondamentale sup-
ponendo di poter applicare la regola di Hund. Si indichi per ogni stato
la degenerazione e si confronti il risultato con quello ottenuto nel punto
precedente.

(c) Si schematizzi l'interazione spin orbita nella forma
HLS =a (61 - 81 +£2 '52)

con a > 0 costante. Usando l'identita
1 1
fl'Sl+€2'82:§L-S+§(€1—€2)~(Sl—52) (1)

(L, S indicano il momento angolare totale e lo spin totale) e supponendo
che Hg sia piccola rispetto a He., si calcolino le separazioni dei livelli
energetici al primo ordine perturbativo in Hpg, indicando per ciascun
sottolivello il valore di J (J =L + S).

Suggerimento: Si dimostri (comunque si usi il fatto) che a questo ordine
il secondo termine nel secondo membro della (1) non contribuisce alle
correzioni energetiche.

(d) Limitandosi ai livelli fin qui considerati si scriva la forma pit generale degli
elementi di matrice in questo sottospazio di

H=Hy+H.,+Hrs .

Si calcolino gli autovalori usando la teoria delle perturbazioni al secondo
ordine in 3, dove

B= PGt~ ) —s)'Pr)



Si assuma ora che I’atomo di cui sopra venga sottoposto ad un campo magnetico
esterno uniforme e debole.

(e) Si scrivano i momenti giromagnetici di Lande g; per i vari livelli, nel con-
testo di approssimazioni di cui al punto (c). Si ricorda che il fattore di
Landeé in uno stato di energia E e momento angolare J & definito da

<E7 J, Jz|Lz + 232|E7 J, Jz> =4gJ gy

1
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(B, J,J.|S-J|E, J,J,) .

(f) Opzionale: Discutere se e come Iapprossimazione al punto (d) (i.e.,
tenendo conto dell’effetto di 8, quindi del fatto che lo stato |E, J, J,) sia
una combinazione lineare non banale di multipletti differenti (L, S)) mod-
ifichi i fattori giromagnetici rispetto a quanto calcolato nel punto prece-
dente.



Soluzione

(a) Ci sono 2 stati possibili per l'orbitale s e 6 per l'orbitale p. In totale 12
stati possibili se associamo un elettrone all’orbitale s ed uno all’orbitale p.

(b) L’interazione coulombiana H. = e?/|r; — ry| commuta con lo spin totale
e lo spin totale quindi H = Hy + H.. deve diagonalizzarsi instato con LS
assegnati. C’¢ un solo L possibile, L = 1 e due stati di spin, S = 0,1 quindi i
termini spettrali sono

3P : 1P
Il primo dei due ¢ il fondamentale secondo la regola di Hund. La degenerazione
di ogni termine & (25 4 1)(2L + 1) quindi nel caso in esame

numero di stati=(3) x 3+ 1x3=9+3=12

come nel conteggio precedente.
Indichiamo con Ej3, By (E5 < Ej) le energie corrispondenti ai due termini
spettrali in questa approssimazione.

(c¢) L’interazione Hpg commuta con J. Se la consideriamo come una pertur-
bazione rispetto ad Hy+ H.. puo risolvere la degenerazione dei termini spettrali
rispetto a J. Per L, S fissati il valore di J assume i valori

IL-S|<JL<L+S
e quindi si ha la separazione
P—°PR),°P,°Py; PP

Per o > 0 lo stato fondamentale & 3 P,.

Sotto l'ipotesi He. > Hpg, la correzione dell’energia al primo ordine & i
valori medi di Hyg in ciascun multipletto.

Per quanto riguarda il secondo termine della (1), gli stati di tripletto di spin
sono pari per scambio di spin mentre quelli di singoletto sono dispari. D’altra
parte 'operatore (¢1 — £2)(s; — s2) ¢ dispari per scambio degli spin. Il valor
medio dell’operatore (¢1 — f5)(s1 —S2) & quindi nullo su entrambi i multipletti.®
Per il calcolo della perturbazione quindi basta limitarsi al primo termine

Hps — gL~S.
Usando
L.S— JJ+1)—L(L+1)-8S(S+1)
B 2
sugli autostati di J si ha per gli shift:
EPP) = B3 —a; E[PP]=E; fg; E[’Py] :E3+g ,

mentre il singoletto ' P; non subisce correzioni a questo ordine.

INon & corretto arguire per ’annullamento degli elementi non diagonali basandosi sulla.
paritd, o per la statistica di Fermi-Dirac (scambio dei due elettroni).



(d) L’Hamiltoniana totale ed i singoli termini commutano con J. Quindi Hg,
in generale, puo connettere solo stati con lo stesso J. La parte diagonale di Hy g
e quella calcolata prima, tenendo conto dei possibili termini fuori diagonale

3P, 3p 3p, 1p,
Py Es3—a 0 0 0

H= P 0 E3—1a 0 B* 2)
5P, 0 0 Es+ia 0
'rr0 B 0 E,

L’elemento di matrice 8 connette un singoletto con un tripletto di spin, quindi
¢ dovuto al termine in s; — sy dell’Hamiltoniana Hyg

B= P50~ b)(s —s2)[ Pr).

Soltanto gli stati 3P; e ' P, si mescolano. La teoria delle perturbazioni al secondo
ordine da

_ 18P _ a
5E7iAE, AE =FE, E3+2
e quindi
2 2
EPP]=FE;— 2 L E['P, :E—L 3
[ 1] 3 2—"—.E3—E‘1—G,/27 [ 1] ! .Eg—.El—a/27 ()
- 51
— < 0.
Bs—E—aj2 *

Lo stesso si ottiene semplicemente diagonalizzando la sottomatrice 3P, — ' P, di
(2) e sviluppando gli autovalori in 8.

Assummendo H.. > Hpgs che implica a ~ 8 << |E; — E3|, il risultato (3)
puo essere approssimato consistentemente con

a B2

EPPP=E 7|ﬂ|2
[ 1]_ 3_§+E3_E17

E['P] = E; — BB

(4)

N.B. Se H.. ~ Hrgs invece, si deve applicare la teoria delle perturbazioni
degenere, negli stati 3Py, 3P;, 3P,, ' P,. Diagonalizzando la sottomatrice in
3P, — 1Py, si hanno gli autovalori,

1
2

A= [Bs+ B = 5 £ /(Bs — B2 — (Bs — Br)a+ /4 + 477].

La correzione (lo shift) all’energia € infatti del primo ordinein |Es—E1| ~ a ~ (.
Vice versa, se |E5 — F1| > a ~ (3, sviluppando X in ﬁ, ——, si ricava il

Es—FEq>’
risultato (3), (4), trovato con la teoria delle perturbazioni al secondo ordine in

3!



(e) Ricordando che per autostati di J

J(J+1) = L(L+1)+S(S+1)
2

S-J=

si ha la solita formula per i fattori di Lande

JJ+1)—L(L+1)+S(S+1)

=1 ; J>0 5
9= 2J(J +1) ©)
Sostituendo si ha per il tripletto (L = S = 1)
PR DS U
N=2Te Ty TS T
go = indefinito
mentre per il singoletto ovviamente g; =1 (S = 0).
(f) Gli autostati dell’energia per J = 1 sono della forma
la) = cosal*Py) +sinal'Py); b) = cosal'P;) —sinal*P;)

La teoria delle perturbazioni al primo ordine da, per la funzione d’onda,

B

Per il calcolo dei fattori di Landeé ricordiamo che S (pari) non ha elementi di
matrice fra tripletto e singoletto, quindi

012

2
2

glb] = cos®> ag[' Pi] +sin® ag[PPy) =1+ 3 sin?a ~ 1+ %

—_
N W

gla] = cos> a g[*Py] +sin® ag['P| =14 = cos’a ~

Ll V]

Nota
Il fattore di Landé ¢ definito da
(B, J, J.|L, +2S.|E, J, J.) =(E, J,J.|J., + S.|E,J, J.) = g5 J.
via Wigner-Eckart. Per lo stato, L=1,S=1e¢ J =0, si ha
(B, J,J.|J,+ S,|E, J, J,) =0, J, =0,

perciod go € indefinito (comunque non serve!).



