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Un cavo coassiale infinito ¢ costituito da un
sottile conduttore cilindrico interno di rag-
gio a e da un conduttore cilindrico esterno
di raggio b > a. Lo spazio tra i conduttori
(a < r < b) & riempito da un materiale con &r Hr
permittivita elettrica ¢ e magnetica pu.

a) Se sui conduttori interno e esterno si trovano rispettivamente le densita di carica lineari AQ/Az =
+/ uniformi e costanti, determinare il campo elettrico E = E,.(r)t all’interno del cavo.

b) Se lungo i conduttori interno ed esterno scorrono rispettivamente le intensita di corrente %/
uniformi e costanti, determinare il campo magnetico B = B¢(r)q’3 all’interno del cavo.

Si assuma ora che lungo i conduttori scorrano la correnti I = £ cos(kz — wt). Determinare:

c) la densita di carica (per unita di lunghezza) ¢ = ¢(z,t) su ciascun conduttore;

d) i campi elettrico e magnetico all’interno del cavo, mostrando che si possono scrivere come
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E.(r,z,t) = E.(r) cos(kz — wt), By(r, z,t) = By(r) cos(kz — wt) , (1)

dove E,(r) e By(r) hanno la stessa forma delle soluzioni in a) e b);
e) la relazione tra w e k.

2

Un condensatore piano e formato da due armature metalliche
parallele e circolari di raggio a = 1 cm e distanza relativa hy =
1 mm tra le quali ¢ mantenuta una differenza di potenziale h —
costante V, = 100 V. Gli effetti di bordo sono trascurabili. *
a) Calcolare e stimare numericamente la carica sulle armature
e la forza F tra di esse, e I'energia elettrostatica del sistema.
Rimossi i vincoli meccanici, le armature si avvicinano con legge nota h = h(t) e velocita relativa
v(t) = dh/dt < 0. Assumendo campi lentamente variabili, Calcolare in funzione di h e v
b) il campo magnetico generato tra le armature,

c) il flusso ®, del vettore di Poynting S sulla superficie laterale del condensatore.
d) Verificare le uguaglianze

dUes
dt

dove W, € la potenza erogata dal generatore di tensione.

—2

= (PS = Wgen ) (2)

1



NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commento
non saranno considerati.

FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Costanti fisiche
c=3x10"m/s, e =885x10"2F/m, pp=4r x1077 N/A?, ppeo=1/c?, (3)
Equazioni di Maxwell
V -E = p/eo, V-B =0, V x E =-0,B, V x B = pp(J +£0,E) . (4)
Equazione di continuita per la carica elettrica
op+V-J=0. (5)

Equazioni dell’elettrostatica di un mezzo materiale lineare con permittivita dielettrica e
P
V- -D=py, VxE=0, D =¢ E+€— =eg(l+x)E=¢cE. (6)
0
Equazioni della magnetostatica di un mezzo materiale lineare con permittivita magnetica u

V.B=0, VxH=J;, B=uH. (7)

Teorema di conservazione dell’energia

1
8t<€0E2+B2>+V-S+J-E:0, (8)
2 240

dove S = ¢9c’E x B.



SOLUZIONI

a) Per la simmetria cilindrica del sistema il campo elettrico deve essere radiale. Applicando il teorema
di Gauss a una superficie cilindrica coassiale col cavo, avente raggio r (con a < r < b) e altezza h
otteniamo

QthErzg—h, E,. = ¢ .
IS 2mer

(9)

b) Per simmetria il campo magnetico deve essere azimutale. Dalla legge della circuitazione di Ampere
applicata a una circonferenza di raggio r con centro sull’asse abbiamo

L

2777"B¢:u[, B¢:2 .
nr

(10)

c¢) L’equazione di continuita, ovvero la legge di conservazione della carica elettrica, impone la relazione

ol = —0,1, da cui
: k
Ol = £klysin(kz — wt), (=+—Iycos(kz — wt). (11)
w

e) I campi E e B hanno la stessa struttura del caso statico, per cui, sfruttando la relazione tra I e
Ag() = ]{I[()/w,

g(Z,t) k IO
E.=FE = = — - 12
=B = D BT ey, (12
1 1
By = By(r, z,t) = pl iz 1) = Lo cos(kz — wt). (13)

2rr 2rr

Questi campi soddisfano le leggi di Gauss e di Ampere-Maxwell, ovvero le equazioni V- E = p e
(V x B) = u(J +e0,E).
f) devono soddisfare la legge di Faraday V x E = —0,B, che si riduce a 0,E, = —0;By, da cui

k IO . ,UI(] .
ke —wt) = —w? - 14
kw Srer sin(kz — wt) Wy sin(kz — wt) (14)

da cui, eliminando i fattori comuni e post eu = 1/v?, si ottiene

kv = w?. (15)
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Indicando con Cy = £¢S/hg la capacita del condensatore, la carica e il campo elettrico valgono
rispettivamente

2
T 3% 10700, E= 20105 V/m. (16)

Q= CoVo = Vo ho —hO

La forza su un’armatura vale F' = %QE (il campo esiste solo nello spazio tra le armature), quindi

2
EoTra
F=V?

~15x107° N. (17)
0 2p2



L’energia elettrostatica del condensatore pud essere scritte come vale Uy, = CV?/2, quindi nel

nostro caso )
EoTra 2 _8
Us=—F—Vy~215x10°J. 18
< 2h(t) Y (18)
b) Per la simmetria cilindrica del sistema B ha solo la componente azimutale. All'interno del
condensatore ¢V x B = 9,E da cui, calcolando la circuitazione di B lungo una circonferenza di

raggio r coassiale con il sistema e compresa tra le due armature, si ha

- 1 [OE
B-dl==[| —-dS 19
7{ 2] ot ’ (19)
da cui > Voo() Voul)
mre Voul(t r Vooul(t
2mrB = ——- B=-— . 20
o 2 Rt 22 12(t) (20)
c) Tra le armature abbiamo sia il campo elettrico uniforme lungo z dato dalla seconda delle (16) che il
campo magnetico azimutale dato dalla (20). Essendo Z x ¢ = —7, siha S = g’ E x B = —go¢?EB?
e in modulo V2
t
S=8,=—-e?EB= fol v(t)r (21)

213 (t)

Se consideriamo il flusso di S attraverso una superficie laterale cilindrica di raggio a che racchiude il

condensatore, abbiamo
eoVgu(t)a  eoma?Vi v(t)

dg = 2mah(t = 22
s = 2mah(i) 213 (1) h2(t) (22)
d) Si ha
AU, goma’VE v(t)
_ 2
n 212(D) (>0), (23)
dUss
b = -2 0) . 24
5 U (<) (24)
Si ha inoltre
27,2
Wy = Vol = —1, 3¢ — &0m@ Vo vlB) _ g, - (25)

dt 12 (t)

in accordo col noto risultato Wee, = —2dUes/dt.



