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Si consideri un filo di materiale conduttore avente conducibilita o, lunghezza by
27a e sezione mbh? (con b < a), piegato a formare un anello circolare di raggio
a con i capi del filo distanti di s < b. L’anello & posto in un campo magnetico
uniforme oscillante Bg(t) = Re(Bge ™) perpendicolare al piano dell’anello. ® -5
Si assumano simmetria cilindrica e l'approssimazione di correnti lentamente
variabili, trascurando la corrente di spostamento.

Si consideri inizialmente il caso s = 0 ovvero un anello senza interruzioni. a

a) Calcolare la corrente I indotta nell’anello e il campo magnetico By da essa generato al centro
dell’anello, trascurando 'autoinduzione; si dia a posteriori una condizione per la validita dell’appros-
simazione.

b) Si discuta per quali valori di w sono rispettivamente valide le approssimazioni di corrente lenta-
mente variabile e di corrente di spostamento trascurabile. Si diano stime numeriche per a = 0.1 m e
b/a = 0.01 e considerando i casi di rame (o ~ 6 x 107 S/m) e silicio (0 ~ 1.6 x 1073 S/m).

c) Si calcoli ora la corrente indotta I tenendo conto di un coefficiente di autoinduzione L.

d) Si consideri ora s # 0. In queste condizioni si osserva che la corrente indotta ha un comportamento
risonante intorno ad una certa frequenza wy. Si spieghi perché.
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Si consideri la seguente espressione del campo elettrico E prodotto dalla sovrapposizione di due onde
monocromatiche piane di eguale frequenza w e poolarizzazione z, ma diversa ampiezza e direzione:

E = E(r,¢) = Re [z (Ee™ ™ 4 Byellor—h)] | (1)

con r = (x,y,2), ki = k(cosf,sinf,0), ko = k(cosf,—sinf,0) e k = w/c. Notare che E; e F,
possono essere assunti reali.

a) Scrivere l'espressione del campo magnetico B = B(r, t).

b) Calcolare il vettore di Poynting mediato sul periodo S = gyc? (E x B) discutendo sotto quali
condizioni S ¢ la somma dei vettori di Poynting associati alle due onde.

3

Si consideri il modello di Thomson dell’atomo di Idrogeno nel quale I’elettrone si muove all’interno
di una nuvola sferica di raggio a e carica +e uniformemente distribuita nel volume. Determinare



a) la frequenza e la potenza (mediata sul periodo) della radiazione irraggiata per effetto di uno
spostamento iniziale dell’elettrone di una lunghezza (< a) rispetto alla propria posizione di equilibrio

.....

b) il tempo di smorzamento delle oscillazioni dell’elettrone (supposto lungo rispetto al periodo di
oscillazione) dovuto alla perdita di energia per irraggiamento.

NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultat: dati senza commen-
to non saranno considerati. Laddove sono richeste risposti numeriche sono sufficienti 1 o 2 cifre
significative.

FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Costanti fisiche
c0=885x 1072 F/m, ¢=3x10%m/s, ppeo=1/c*. (2)
Equazioni di Maxwell
V -E = p/eo, V- -B =0, V x E = -9,B, V x B = puo(J +£00E) . (3)

Campo magnetostatico al centro di una spira circolare di raggio a percorsa dalla corrente I:

1
B=1". (4)
2a
Resistenza di un conduttore di lunghezza ¢, sezione costante A e resistivita p ovvero conducibilita o:
_ptl

R = —. 5
A oA (5)
Potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettrico p = p(t)

2k

-Pirr_ —p/ . 6
5.3 P (6)

Formula rapida per la media temporale di un prodotto di campi oscillanti scritti in notazione complessa
come A(t) = Re(Ae ™) e B(t) = Re(Be™ ™)

(AM)B(1) = sRe(AB"),  (4%(1)) = L|AP . (7)



SOLUZIONI
1

a)
Trascurando 'autoinduzione, la variazione di By(t) induce un campo elettrico azimutale E =
E(r,t)¢. La circuitazione su una linea di forza circolare di raggio a coincidente con 1’anello fornisce

il campo elettrico nel materiale E, = E(r = a,t):

2nak, = —wa*0,By = ima’wBy , (8)
da cui la densita di corrente
J=0FE, = %awaBO : 9)

e la corrente totale I = wb?J. Nelle ipotesi fatte, per il campo al centro dell’anello possiamo usare
I’espressione magnetostatica

I . . b2
Bl = /LL = 3,lL()O'Cc.)’/TbQBO = Lgwn

2a 2 £0C?

By . (10)

L’autoinduzione e trascurabile se By < By.

c) L’approssimazione di corrente lentamente variabile richiede che il “ritardo” nella propagazione di
un segnale elettromagnetico attraverso I’anello (~ a/c) sia piccola rispetto al periodo di oscillazione
di correnti e campi (~ 1/w), da cui

w< S =3%10°Hz . (11)
a

L’approssimazione di corrente di spostamento trascurabile richiede in generale |J| > |g00;El.
Poiche J = oE e, per campi oscillanti, |0;E| = w|E| otteniamo

o
w — . (12)
€0
Come ordine di grandezza per i due materiali

o 10 (Cu)
-~ :{ 108 (Si) Hz . (13)

Quindi la corrente di spostamento ¢ trascurabile a frequenze w < 10 Hz (raggi X duri) per Cu e per
w < 10® Hz (onde radio) per Si. Quindi per il Si (cattivo conduttore) nell’intervallo 10% < w < 10'°
le correnti sono lentamente variabili ma la corrente di spostamento domina su quella di conduzione.
Per il Cu (ottimo conduttore) in ogni caso pratico la corrente di spostamento & sempre trascurabile.

c) Si pud modellizzare il sistema come un circuito RL, con resistenza

2ma 2a
p— == — . ].4
& orh?  ob? (14)
Si ha
df
£ = —ma*0,By = RI + LE : (15)



con soluzione [ = E/(R — iwL).

e) L’interruzione equivale ad inserire una capacita

7b?
C=¢ecy—. (16)
s

I sistema si comporta allora come un circuito LC con frequenza di risonanza wy = (LC)~1/2.
2
a) Usando 9;B = —V X E e lavorando direttamente con l’espressione complessa dei campi cosi che
0, = —iw, otteniamo

—iwB = (—%x0, +y0,)E., . (17)

Poiché k; - r = k(xcosf + ysinf) e ko - r = k(x cos§ — ysin ), otteniamo

_sind I P cosf _— o - »
B = <X (Ele+zky51n9 - Ege zkysm@) —y (Ele—l-zkysm@ 4 EQG zkysm@)) ezkwcos@ iwt ) (18)
C C

b) Per i campi scritti in notazione complessa

1
(S) = §€QCQR6 (E x B¥) . (19)
Si ha
ExB' = )A(COCS (Ele+zky51n9 + EQG—zkysmG) (Eike—zkysmﬂ + E;e—f—zkysmﬁ)
_I_ySln (Ele—f—zkysmﬁ o EQG—zkymnG) (Efe—zkysme _ E;e—i—zkysme)
0 _— o
= S (B 4| Bl + BuBjet 0 o [} By ko)
C
Asin@ E 2 E 2 _ EE* +2iky sin 6 E*E —2iky sin 6 20
+yc(|1|’2\ 1b5e + Ly Fae ) (20)
Poiché
EIE;e-l-Qikysin@+EikE2e—2ikysin0 — 9Re [EIE;e—i—Qiksin@y] ’ (21)
_ElE;eJrZikysinG_i_EikEzefZikysin@ = —%Im [ElE;eJrZikysinG] ’ (22)
si ha
0
Re[E x BY] = &cos (IEL|? + | Es|? + 2B B, cos(2ky sin 6))
_sinf
ty— (121 * = | Eaf?) (23)

dove nell’'ultimo passaggio si sono assunti F; e Fj reali. Quindi (S,) contiene un termine di
modulazione lungo y che mostra la non additivita dei vettori di Poynting delle due onde.



3
a) Il campo prodotto dalla sfera di carica positiva al suo interno e

E— o e

= ) 24
360 a3 ( )

L’elettrone spostato di r. = r.(t) rispetto alla posizione d’equilibrio nel centro (r. = 0) soddisfa
I’equazione del moto

d” koe?
me@re = —cE = _ e re = Mew’r, | (25)

che, per le condizioni iniziali date, ha per soluzione un’oscillazione armonica
r. =6 coswt . (26)

Per lo spostamento dell’elettrone 1’atomo acquista un momento di dipolo elettrico oscillante p, =
—er, ed emette radiazione alla frequenza w. La potenza totale emessa e

P.=(— = — . 2
. <302 Pel > 0z 4 (27)

b) L’energia totale dell’elettrone ¢

U, = %ﬂ + %w%ﬁ = %MW . (28)

Si puo allora stimare il tempo caratteristico di smorzamento come

U, 3m.3 3c
P, - koe2w? - rew? ’ (29)

T =

dove r,. ¢ il raggio classico dell’elettrone.
Si pud anche determinare esplicitamente la legge temporale di smorzamento (nelle ipotesi fatte)
come segue. Assumendo = §(t), la variazione temporale dell’energia puo essere scritta come

dU 5 do
E = MW (5& . (30)
Posto dU /dt = — P, otteniamo
do k’()62 2 1
- amea 0= (31

che ha come soluzione un decadimento esponenziale §(t) = 6(0)e*/7.



