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Una lamina metallica cilindrica ha raggio a, spessore § < a, altezza h > a, e conducibilita o.
La lamina ¢ immersa in un campo magnetico oscillante By(t) = Byzcoswt, uniforme e parallelo
all’asse della lamina. Si assuma simmetria cilindrica e si usi ’approssimazione di correnti lentamente
variabili (CLV), trascurando inoltre la corrente di spostamento. Si ipotizzi che, data la sottigliezza
della lamina, il campo elettrico vi penetri.

Determinare all’ordine pitt basso non nullo nella CLV,
a) il campo elettrico E generato per induzione e la corrente J nella lamina,
b) il campo magnetico B; generato da J, dando a posteriori la condizione di validita della CLV.
c) Si confronti la soluzione ottenuta in b) per il campo totale interno alla lamina By + B; con un
calcolo di B che non usi la CLV, ma sempre trascurando la corrente di spostamento. Si consiglia di
usare la notazione complessa, scrivendo il campo applicato nella forma By = 2Bge !,
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Un cavo coassiale ¢ costituito da due armature cilindriche aventi raggi a e b > a. Si consideri
la trasmissione lungo il cavo di segnali monocromatici di frequenza w. In approssimazione di cavo
infinito e avente resistenza trascurabile, i campi elettrico e magnetico nella regione di vuoto a < r < b
sono dati da

E — Re [Eageikz—iwtf,} ’ B — Re [Bageikz—iwté] 7 (1)
r T

con w = ke.

a) Si ottenga B, in funzione di E, e si dia 'espressione della corrente totale I = I(z,t) che scorre
lungo l'armatura interna (bilanciata da —I nell’armatura esterna).

Si consideri ora un cavo come sopra ma semi- .

infinito, opportunamente terminato in modo che i Vo™ i
campi si propaghino solo per z > 0. A z = 0 le ar- . :
mature sono connesse da un generatore di tensione /,"
V(t)=Re[Voe ™. A\ A
b) Si dia E, in funzione di Vj e si confronti la potenza ‘ -
erogata dal generatore (in media sul periodo) col flusso
di energia elettromagnetica lungo il cavo. Figura 1
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Una particella di carica g e massa m si muove nel piano xy sotto I’azione di un campo di forze elastico
f = —muw?r.

a) Si dica brevemente quali informazioni sulla traiettoria della particella possono essere ricavate da
una misura dello stato di polarizzazione (lineare, ellittico, circolare) della radiazione emessa lungo
z. Si mostri anche che da una misura istantanea del campo elettrico di radiazione al tempo t e a
distanza z si puo ricavare ’accelerazione e la posizione della particella a un istante ¢, specificando
quale.

b) Si assuma ora che a t = 0 I'energia totale della particella sia & = £(0). Considerando sia il caso
di traiettoria lineare che circolare, si calcoli la potenza irraggiata P (in approssimazione di dipolo
elettrico e in media sul periodo) trascurando le perdite per irraggiamento.

c) Si tenga conto adesso delle perdite per irraggiamento determinando ’evoluzione del moto del-
la particella per le stesse condizioni iniziali di b) usando 'equazione d€/dt = —P, discutendo le
eventuali approssimazioni adottate.

NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commento
non saranno considerati.

FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Equazioni di Maxwell
V -E = p/eo, V-B=0, V x E=-0,B, V x B = po(J +¢00E) . (2)

Campo di radiazione di dipolo elettrico p(t)

Potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettrico p = p(t)

%

P.= P . 4
irr 303‘p’ ( )

Teorema di conservazione dell’energia (S = g9c’E x B)

€02 I o
o | —E —B V-S=-J-E. 5
t<2 N )+ (5)

Formula rapida per la media temporale di un prodotto di campi oscillanti scritti in notazione complessa come
A(t) = Re(4de ) e B(t) = Re(Be %)

(A()B() = SRe(AB"),  (A%(1)) = 5|41 (©)

Operatore rotore di un vettore V.= (V;., Vg, V,) in coordinate cilindriche (r, ¢, z)

V xV = (T718¢Vz - azv¢7 az‘/’r’ - aTVZ7 Tﬁl(ar(rv(z’) - 8¢‘/7’)) ’ (7)



SOLUZIONI
1

a) Consideriamo una circonferenza di raggio r coassiale con la lamina come in Fig. 2. Il flusso del
campo magnetico attraverso la circonferenza é

® = 71’ By cos wt (8)
/,/l\
indipendentemente dal fatto che sia r < a o r > a. .
Per la simmetria del problema, il campo elettrico avra o T
simmetria azimutale e sara B(7) F ,,,,,,,,, - 2a
d® 1 PRI
E-ddl=——, dacui E=—-rwBysinwt. (9) 0. l
dt 2 E——
Per la corrente nella lamina, anche essa azimutale, Figura 2
avremo )
J=0E(a) = B acw By sin wt (10)

b) La lamina ¢ equivalente a un solenoide con prodotto nl = d.J, genera quindi un campo magnetico
aggiuntivo longitudinale

1
B, = 5 podacw By sin wt . (11)

Il fatto di avere considerato solo il campo magnetico esterno nel flusso delle (8) e (10) ¢ quindi
giustificato solo se |B;| < |By|, ovvero

w < (12)

todao

c) Usiamo una notazione complgssa chiamando Bg = Bye ! il campo applicato, Btot = Bie @t
il campo dentro alla lamina, e £ = E(r)e” il campo elettrico. I campi magnetici hanno la sola
componente z, il campo elettrico la sola componente ¢. All’interno del solenoide possiamo scrivere,

supponendo che anche il contributo della lamina al campo interno sia uniforme
E = _rBtOt . (13)

Dall’equazione di Maxwell per il rotore di B abbiamo, trascurando la corrente di spostamento,
V x B = pyoE, che, data la simmetria del problema, porta a

. oo E a—o0<r<a
~8,B = (14)
0 r<a—90 e r>a
che comporta una discontinuita di B attraverso la lamina
- - - iw ~
Btot — B[) = ,U()U(SE(G) = 5 (I,UoO'éBtot (15)
da cui .
~ 1w ~ ~ 2B
Biot {1 ) GM005] = By ovvero DBig = mao,uoa(s (16)
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Nel caso che valga la (12) possiamo approssimare

. . i .

Byt ~ BO + 5,&0(5&0’&130 (17)
per cui il contributo della lamina al campo magnetico al suo interno é

. _ ]
B; = Re [%MoéaawBoe_m} =3 Lodaow By sin wt . (18)
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a) L’equazione 0;B = —V x E applicata alle (1) si riduce a —iwBy = —0,F, = —ikE,, da cui
B, = (k/w)E, = E,/c. (Sipud assumere F, come reale, cosa che facciamo nel seguito per semplicita. )

Dall’equazione V x B = 1ig(J + £90,E), la circuitazione di B lungo una circonferenza coassiale C
di raggio r fornisce

2mrBy = / po(J +90E) - do = Mo/ J-do = puol , (19)
c c

(dove do ¢ I'elemento infinitesimo di superficie vettoriale) essendo ;E - do = 0. Quindi

2ma 2ra

] = ](Z,t) — _Baeik’z—iwt — _Eaeikz—iwt ) (20)
Ho HoC
b) Si ha per definizione
b .

V(t) = —/ E(z=0,t)dr = —E,aln(b/a)e™™" (21)
da cui Vp = —FE,aln(b/a). La potenza media spesa dal generatore attraversato dalla corrente Iy(t) =
I(z=0,t) ¢

1 27a?
(VI) = ~3 e In(b/a)E? = —megca® In(b/a) E? . (22)
HoC

11 flusso di energia EM attraverso una superficie € dato dal flusso del vettore di Poynting mediato
sul periodo. All’interno del cavo

1 2
S = (20¢®E x B) = 550(;]53“—22 , (23)
r
per cui il flusso di energia sulla sezione del cavo é
b b1
d(S) = / S(r)2mrdr = WaocEgaz/ —dr = megcE2a* In(b/a) = — (V) | (24)
a a r

in accordo con la conservazione dell’energia.
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a) Per irraggiamento da un dipolo elettrico p = p(t), il campo elettrico in zona di radiazione é
proporzionale alla proiezione del dipolo sul piano ortogonale alla direzione di osservazione,

E(r,t) o< (P(ty) X T) X T (25)
Quindi nel caso presente per cui p = ¢f, = —qw?r, dove r; = (z,y), e T = z si ha
E(z,t) o< qu’r (ty) , (26)

ovvero lo stato di polarizzazione ¢ una “mappa’” della traiettoria.

Invertendo la relazione si puo ottenere 1'accelerazione della carica ' (') al tempo t' =t — z/c, da
cui la posizione r (') = —1 (') /w?.
b),c) Consideriamo la traiettoria lineare x(t) = a coswt, y(t) = 0. Usando la formula di Larmor

2

P = kg%@f@g . (27)
L’energia ¢
L9
£ = Jmwa’. (28)

Per un moto debolmente smorzato (P/w < &) si puo assumere a = a(t) con a < wa e 'equazione
&€ = —P ha una soluzione esponenziale per a(t):

3me3

— —t/T —
a(t)—a(())e / s T—W.

(29)
Per una traiettoria circolare x(t) = acoswt, y(t) = asinwt la trattazione é identica perché il sistema
é equivalente a due oscillatori ortogonali di stessa frequenza: rispetto al caso lineare, sia P che U
sono moltiplicati per 2 e il tempo di smorzamento é identico.



