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Una lamina metalli
a 
ilindri
a ha raggio a, spessore δ ≪ a, altezza h ≫ a, e 
ondu
ibilità σ.
La lamina è immersa in un 
ampo magneti
o os
illante B0(t) = B0ẑ cosωt, uniforme e parallelo

all'asse della lamina. Si assuma simmetria 
ilindri
a e si usi l'approssimazione di 
orrenti lentamente

variabili (CLV), tras
urando inoltre la 
orrente di spostamento. Si ipotizzi 
he, data la sottigliezza

della lamina, il 
ampo elettri
o vi penetri.

Determinare all'ordine più basso non nullo nella CLV,

a) il 
ampo elettri
o E generato per induzione e la 
orrente J nella lamina,

b) il 
ampo magneti
o B1 generato da J, dando a posteriori la 
ondizione di validità della CLV.


) Si 
onfronti la soluzione ottenuta in b) per il 
ampo totale interno alla lamina B0 + B1 
on un


al
olo di B 
he non usi la CLV, ma sempre tras
urando la 
orrente di spostamento. Si 
onsiglia di

usare la notazione 
omplessa, s
rivendo il 
ampo appli
ato nella forma B̃0 = ẑB0e
−iωt

.

2

Un 
avo 
oassiale è 
ostituito da due armature 
ilindri
he aventi raggi a e b > a. Si 
onsideri

la trasmissione lungo il 
avo di segnali mono
romati
i di frequenza ω. In approssimazione di 
avo

in�nito e avente resistenza tras
urabile, i 
ampi elettri
o e magneti
o nella regione di vuoto a < r < b
sono dati da

E = Re

[

Ea
a

r
e

ikz−iωtr̂
]

, B = Re

[

Ba
a

r
e

ikz−iωtφ̂
]

, (1)


on ω = kc.
a) Si ottenga Ba in funzione di Ea e si dia l'espressione della 
orrente totale I = I(z, t) 
he s
orre

lungo l'armatura interna (bilan
iata da −I nell'armatura esterna).

a b~

V0e
−iωt

0 z

Figura 1

Si 
onsideri ora un 
avo 
ome sopra ma semi-

in�nito, opportunamente terminato in modo 
he i


ampi si propaghino solo per z ≥ 0. A z = 0 le ar-

mature sono 
onnesse da un generatore di tensione

V (t) = Re

[

V0e
−iωt

]

.

b) Si dia Ea in funzione di V0 e si 
onfronti la potenza

erogata dal generatore (in media sul periodo) 
ol �usso

di energia elettromagneti
a lungo il 
avo.
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Una parti
ella di 
ari
a q e massa m si muove nel piano xy sotto l'azione di un 
ampo di forze elasti
o

f = −mω2

0
r.

a) Si di
a brevemente quali informazioni sulla traiettoria della parti
ella possono essere ri
avate da

una misura dello stato di polarizzazione (lineare, ellitti
o, 
ir
olare) della radiazione emessa lungo

ẑ. Si mostri an
he 
he da una misura istantanea del 
ampo elettri
o di radiazione al tempo t e a

distanza z si può ri
avare l'a

elerazione e la posizione della parti
ella a un istante t′, spe
i�
ando
quale.

b) Si assuma ora 
he a t = 0 l'energia totale della parti
ella sia E0 = E(0). Considerando sia il 
aso

di traiettoria lineare 
he 
ir
olare, si 
al
oli la potenza irraggiata P (in approssimazione di dipolo

elettri
o e in media sul periodo) tras
urando le perdite per irraggiamento.


) Si tenga 
onto adesso delle perdite per irraggiamento determinando l'evoluzione del moto del-

la parti
ella per le stesse 
ondizioni iniziali di b) usando l'equazione dE/dt = −P , dis
utendo le

eventuali approssimazioni adottate.

NB Si s
riva 
hiaramente e si giusti�
hi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza 
ommento

non saranno 
onsiderati.

FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Equazioni di Maxwell

∇ ·E = ρ/ε0, ∇ ·B = 0, ∇×E = −∂tB, ∇×B = µ0(J+ ε0∂tE) . (2)

Campo di radiazione di dipolo elettri
o p(t)

Ee = k0
(p̈(t

rit

)× r̂)× r̂

rc2
(3)

Potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettri
o p = p(t)

P
irr

=
2k0
3c3

|p̈|2 . (4)

Teorema di 
onservazione dell'energia (S = ε0c
2E×B)

∂t

(

ε0
2
E2 +

1

2µ0

B2

)

+∇ · S = −J ·E . (5)

Formula rapida per la media temporale di un prodotto di 
ampi os
illanti s
ritti in notazione 
omplessa 
ome

A(t) = Re(Ãe−iωt) e B(t) = Re(B̃e

−iωt)

〈A(t)B(t)〉 =
1

2
Re(ÃB̃∗) ,

〈

A2(t)
〉

=
1

2
|Ã|2 . (6)

Operatore rotore di un vettore V = (Vr, Vφ, Vz) in 
oordinate 
ilindri
he (r, φ, z)

∇×V =
(

r−1∂φVz − ∂zVφ , ∂zVr − ∂rVz , r
−1(∂r(rVφ)− ∂φVr)

)

. (7)
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SOLUZIONI

1

a) Consideriamo una 
ir
onferenza di raggio r 
oassiale 
on la lamina 
ome in Fig. 2. Il �usso del


ampo magneti
o attraverso la 
ir
onferenza è

Φ = πr2B0 cosωt (8)

δ

B(t) 2a

r

z

Figura 2

indipendentemente dal fatto 
he sia r < a o r > a.
Per la simmetria del problema, il 
ampo elettri
o avrà

simmetria azimutale e sarà

∮

E · dℓ = −
dΦ

dt
, da 
ui E =

1

2
rωB0 sinωt . (9)

Per la 
orrente nella lamina, an
he essa azimutale,

avremo

J = σE(a) =
1

2
aσωB0 sinωt (10)

b) La lamina è equivalente a un solenoide 
on prodotto nI = δJ , genera quindi un 
ampo magneti
o

aggiuntivo longitudinale

B1 =
1

2
µ0δaσωB0 sinωt . (11)

Il fatto di avere 
onsiderato solo il 
ampo magneti
o esterno nel �usso delle (8) e (10) è quindi

giusti�
ato solo se |B1| ≪ |B0|, ovvero

ω ≪
2

µ0δaσ
. (12)


) Usiamo una notazione 
omplessa 
hiamando B̃0 = B0e
−iωt

il 
ampo appli
ato, B̃tot = Btote
−iωt

il 
ampo dentro alla lamina, e Ẽ = E(r)e−iωt
il 
ampo elettri
o. I 
ampi magneti
i hanno la sola


omponente z, il 
ampo elettri
o la sola 
omponente φ. All'interno del solenoide possiamo s
rivere,

supponendo 
he an
he il 
ontributo della lamina al 
ampo interno sia uniforme

Ẽ =
iω

2
rB̃tot . (13)

Dall'equazione di Maxwell per il rotore di B abbiamo, tras
urando la 
orrente di spostamento,

∇×B = µ0σE, 
he, data la simmetria del problema, porta a

−∂rB̃ =

{

µ0σẼ a− δ < r < a

0 r < a− δ e r > a
(14)


he 
omporta una dis
ontinuità di

~B attraverso la lamina

B̃tot − B̃0 = µ0σδẼ(a) =
iω

2
aµ0σδB̃tot (15)

da 
ui

B̃tot

[

1−
iω

2
aµ0σδ

]

= B̃0 ovvero B̃tot =
2B̃0

2− iωaµ0σδ
(16)
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Nel 
aso 
he valga la (12) possiamo approssimare

B̃tot ≃ B̃0 +
i

2
µ0δaσωB̃0 (17)

per 
ui il 
ontributo della lamina al 
ampo magneti
o al suo interno è

B1 = Re

[

i

2
µ0δaσωB0e

−iωt

]

=
1

2
µ0δaσωB0 sinωt . (18)

2

a) L'equazione ∂tB = −∇ × E appli
ata alle (1) si ridu
e a −iωBφ = −∂zEr = −ikEr, da 
ui

Ba = (k/ω)Ea = Ea/c. (Si può assumere Ea 
ome reale, 
osa 
he fa

iamo nel seguito per sempli
ità.)

Dall'equazione ∇×B = µ0(J+ ε0∂tE), la 
ir
uitazione di B lungo una 
ir
onferenza 
oassiale C
di raggio r fornis
e

2πrBφ =

∫

C

µ0(J+ ε0∂tE) · dσ = µ0

∫

C

J · dσ ≡ µ0I , (19)

(dove dσ è l'elemento in�nitesimo di super�
ie vettoriale) essendo ∂tE · dσ = 0. Quindi

I = I(z, t) =
2πa

µ0

Bae
ikz−iωt =

2πa

µ0c
Eae

ikz−iωt . (20)

b) Si ha per de�nizione

V (t) = −

∫ b

a

E(z = 0, t)dr = −Eaa ln(b/a)e
−iωt , (21)

da 
ui V0 = −Eaa ln(b/a). La potenza media spesa dal generatore attraversato dalla 
orrente I0(t) =
I(z = 0, t) è

〈V I〉 = −
1

2

2πa2

µ0c
ln(b/a)E2

a = −πε0ca
2 ln(b/a)E2

a . (22)

Il �usso di energia EM attraverso una super�
ie è dato dal �usso del vettore di Poynting mediato

sul periodo. All'interno del 
avo

S =
〈

ε0c
2E×B

〉

=
1

2
ε0cE

2

a

a2

r2
ẑ , (23)

per 
ui il �usso di energia sulla sezione del 
avo è

Φ(S) =

∫ b

a

S(r)2πrdr = πε0cE
2

aa
2

∫ b

a

1

r
dr = πε0cE

2

aa
2 ln(b/a) = −〈V I〉 , (24)

in a

ordo 
on la 
onservazione dell'energia.
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a) Per irraggiamento da un dipolo elettri
o p = p(t), il 
ampo elettri
o in zona di radiazione è

proporzionale alla proiezione del dipolo sul piano ortogonale alla direzione di osservazione,

E(r, t) ∝ (p̈(trit)× r̂)× r̂ . (25)

Quindi nel 
aso presente per 
ui p̈ = qr̈⊥ = −qω2r⊥, dove r⊥ = (x, y), e r̂ = ẑ si ha

E(z, t) ∝ qω2r⊥(trit) , (26)

ovvero lo stato di polarizzazione è una �mappa� della traiettoria.

Invertendo la relazione si può ottenere l'a

elerazione della 
ari
a r̈⊥(t
′) al tempo t′ = t− z/c, da


ui la posizione r⊥(t
′) = −r̈⊥(t

′)/ω2
.

b),
) Consideriamo la traiettoria lineare x(t) = a cosωt, y(t) = 0. Usando la formula di Larmor

P = k0
q2

3c3
ω4a2 . (27)

L'energia è

E =
1

2
mω2a2 . (28)

Per un moto debolmente smorzato (P/ω ≪ E) si può assumere a = a(t) 
on ȧ ≪ ωa e l'equazione

Ė = −P ha una soluzione esponenziale per a(t):

a(t) = a(0)e−t/τ , τ =
3mc3

k0q2ω2
. (29)

Per una traiettoria 
ir
olare x(t) = a cosωt, y(t) = a sinωt la trattazione è identi
a per
hé il sistema

è equivalente a due os
illatori ortogonali di stessa frequenza: rispetto al 
aso lineare, sia P 
he U
sono moltipli
ati per 2 e il tempo di smorzamento è identi
o.
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