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Nel sistema del laboratorio S si consideri un condensatore piano le cui armature quadrate hanno
area A = L? e sono poste a distanza h < L; gli effetti di bordo sono trascurabili. Sulle due
armature si trovano rispettivamente le cariche £, uniformemente distribuite con densita superficiale
+o = £Q/A.

Dato un sistema di riferimento S’ che si muove rispetto a S con velocita V = B¢ parallelamente
alle armature del condensatore, si determinino in S’
a) i campi elettrico e magnetico,
b) le sorgenti dei campi elettrico e magnetico,
c) la forza per unita di superficie e la forza totale sulle armature, confrontando i valori con quelli
calcolati in S.
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Un’onda elettromagnetica piana e monocromatica di ampiezza del campo elettrico E;, frequenza w e
polarizzazione lungo y incide perpendicolarmente su un mezzo semi-infinito che riempie il semispazio
x > 0 ed e caratterizzato dall’indice di rifrazione complesso n = ny + in,.

a) Scrivere 'espressione completa (cioe in tutto lo spazio) del campo elettrico E = E(z,t), del campo
magnetico B = B(z, t) e della densita di corrente J = J(x,t).

b) Calcolare il flusso di energia alla superficie del mezzo e la densita di energia dissipata nel volume,
entrambi mediati sul periodo di oscillazione. Si dica quali condizioni su n sono sufficienti affinché
siano nulli rispettivamente il flusso di energia e ’energia dissipata.

c) Calcolare il flusso di quantita di moto P attraverso la superficie x = 0 (ovvero la pressione di
radiazione sul mezzo), mostrando che P = (1 + |r|*)I/c dove r = (1 —n)/(1 + n). (Suggerimento:
si ha P = — (T,.(0)) dove T ¢ il tensore degli stress di Maxwell; si usi questa formula, cercando di
spiegare che essa esprime il flusso cercato. In alternativa si calcoli la forza totale sulle correnti e le
cariche nel mezzo, o si usi un altro ragionamento . .. )

NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commento
non saranno considerati.



FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Equazioni di Maxwell
V -E = p/eo, V- -B =0, V x E = —-9,B, V x B = puo(J +£00E) . (1)

Forza magnetica su un elemento infinitesimo di corrente

df =J x Bdz . (2)
Teorema di conservazione dell’energia
€02 L oo _
o| -E°+—B° | +J-E+V-S=0, (3)
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dove S = ¢9c’E x B.

Teorema di conservazione della quantita di moto
[pE +JxB+ at(€0E X B)]z = 8jTij s (4)

ovvero integrando sul volume entro una superficie chiusa A

d
% (pmec + pEM)fL' = Aﬂjn]dA ’ (5>

dove T;; ¢ il tensore degli stress di Maxwell
1
T;; = eo |EiE; + ¢*B;B; — 3 (E* + ¢B?) 5,-]} : (6)

Trasformazioni di un quadrivettore A, = (A, A) per una trasformazione di Lorentz con velocita V = B¢

Ay=7(A0—B-A),  Aj=~(4 - BA), L =AL, @)

dove le direzioni || e L sono riferite a Ve v = (1 — §2)~1/2,

Formule compatte per la trasformazione di Lorentz del campo elettromagnetico

E =E, E\ =vFE+BxBc) By=B, Bl =vBL-8xE/). (8)
dove V = B¢ ¢ la velocita del sistema S’ rispetto al sistema S, e “||” e “L” sono riferite a V.
Formule di Fresnel per la riflessione e trasmissione ad incidenza perpendicolare sulla superficie di un mezzo

71—n 2

E,.=—EF,; E=—
r 1+n () t 1+n

E;, 9)

dove E;, F, ed E; sono le ampiezze dell’onda riflessa e dell’onda nel mezzo, rispettivamente e n & I'indice di
rifrazione del mezzo.

Formula rapida per la media temporale di un prodotto di campi oscillanti scritti in notazione complessa
come A(t) = Re(Ae ™) e B(t) = Re(Be™™!):

(A()B(H) = sRe(AB"),  (4%(1)) = |AP . (10)



SOLUZIONI
1

a) Sia V = fcx. In S I'unica componente non nulla del campo EM ¢ E, = o/e. Le trasformazioni
di Lorentz danno in S’

ag g
E =~E, =~y— B = —ByE,/c = —By— . 11
y =By =0 L= —ByE,/c 67600 (11)

b) Il campo E; & generato da una densita superficiale di carica 0’ = goF, = yo. Similmente, il
campo B! & generato da una densita superficiale di corrente lungo z, data da j! = B./uy = —fvoc.

[ risultati sono in accordo con l'osservazione che (co,j) trasforma come un quadrivettore. Infatti
possiamo pensare di avere una quadricorrente J, = (cp,J) distribuita in un sottile strato |y| < §/2,
cosi che 0 = pd e j = JJ. Poiché § ¢ invariante per trasformazioni con velocita parallela a J, segue
che j, = J,0 trasforma come un quadrivettore:

o' =7(o = Bjafc) =70, J, =70z — Beo) = —froc. (12)

c) In S, sulla superficie interna delle armature esiste una forza per unita di superficie (ovvero una
pressione elettrostatica) P = oE,/2 = 0% /2¢, diretta lungo la normale alla superficie, quindi le ar-
mature si attraggono. In S’ la forza per unita di superficie ¢ la somma di due termini rispettivamente
di pressione elettrostatica e magnetostatica,

1 1 o? o? o? 2
P/:_/E/ _'/B/:_2__22:_21_ 2:_:P‘ 13
20 By + 0B = 5 2505 V=5 (1-75%) (13)

L’invarianza di P e confermata dal fatto che possiamo anche scrivere

/_50 9 1 9
PR T

= eo(E? — *B?) (14)

Yy z

che € un invariante di Lorentz.

In S, la forza totale ¢ F = PA. In S’, per effetto della contrazione di Lorentz si ha A" = (L/~)L =
A/v, per cui F' = PPA" = PA/y = F/~.
2

a) Usando le formule di Fresnel (9) per le ampiezze del campo riflesso E, e trasmesso F;, otteniamo

1—n

Eieikazfiwt + Eiefikxfiwt (IE < 0) ’

E, = 5 14 (15)
o nEiezkzx—zwt (ZE > 0) ,

dove k =w/c e ky = kn.
Il campo magnetico ¢ dato da

E;, .. 1-nE; ., .
?ezk:c—zwt . I :76 ikx—iwt (CL’ < O) ’

Bz - 2n EZ iktx—iwt (16)
Ttnc. t (z>0),



come si puo verificare usando 9,B = —V x E, ovvero —iwB, = -0, E,.
La densita di corrente pud essere ricavata da pgJ = V x B — 9,E/c* ovvero pody = =0, B, +
(iw/c*)E,. Ovviamente J = 0 per z < 0, mentre per x > 0 si ottiene

kn 2n w 2 . w2n?—=1)  , .
J — s el Ez ikt x—iwt - i Ez ikix—iwt 17
HoZy ( 261+n+Z021+n) ¢ @ 1+ 7 (17)
ovVvero
Jy = —iweg(n? — 1) Eee—it (18)

Allo stesso risultato si puo arrivare scrivendo direttamente J = oE ovvero J, = o Eetfr =it dove
o = —iweg(e, — 1) = —iweg(n? — 1).
b) 11 flusso di energia & dato dal valor medio del vettore di Poynting in x = 0:

1 2 ot Er\  2e0c| Bl
(Se) = (eoc (B x B)o) = coc e(1+n 1+n*c) 1+ n]2

5 Re(n*) . (19)

Si ha quindi (S,) = 0 se Re(n*) = Re(n) = 0, cioe se n ¢ immaginario puro.
La densita di energia dissipata ¢ data da

1 n? —1
(J-E) = §Re (—2iw501 e |EZ|2> . (20)

Se n ¢ reale, si ha (J-E) = 0.
c¢) Il flusso di quantita di moto & dato dalla componente zx del tensore degli stress:

pP—_ <sz(0)> _ <1[E2(0) +02B2(0)]> . 1 ( 4 n 4|n|2 ) ‘Ele _ 1+ |n|2|Ei|2 . (21>

2 T4 \|1+n]2 " [1+n]? " 142
Poiché

1—n> [+nP+[l—n* (I+n)(I+n)*+(1—n)(1—n)* 2(1+n]*)
1+n2 |1+ n|? a 11+ nl2 1402

(22)

L+ |r>=1+

e [ = ggc|E;|?/2, si ottiene la relazione cercata.



