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Nel sistema S del laboratorio si trova una spira quadrata di lato i
a, costituita da un filo di sezione costante A nel quale scorre / 1
I'intensita di corrente continua I corrispondente a una densita di \'%
corrente J = I /A uniformemente distribuita. Il sistema S’ ¢ in
in moto con velocita V = VX, parallela a due lati della spira. H/l 4 2 T
Calcolare

a) i campi elettrico e magnetico al centro della spira sia in S
che S’ (in S si puo mostrare che B = po(2v/2/7)(I/a)z con un 3
calcolo esatto e/o usare un qualche ragionamento semplificato,
discutendo Iapprossimazione);

b) le densita di carica e corrente in S” allinterno del filo su ogni lato della spira e Uintensita di
corrente corrispondente.

c) Considerare in S’ una superficie chiusa attorno a uno spigolo della spira: discutere
la conservazione della carica per tale superficie (si applichi I’equazione di continuita in | | _—
forma integrale). r

<

2

Nella regione compresa tra due piani perfettamente conduttori, posti a = £a/2, si trova un campo
elettromagnetico monocromatico di frequenza w. Il ccampo elettrico ha la sola componente y ed ha
una forma del tipo

E, = E,(z,t) = Re [Eof(z)e™™"] . (1)

Determinare

a) Pespressione della funzione f(x);

b) la pressione sulle pareti, stimando il valore di Ej necessario a ottenere una pressione pari a
1 atm = 10° Nm™?;

c) l'energia associata al campo elettromagnetico (per unita di superficie).



FORMULE UTILI

Equazioni di Maxwell

V -E = p/eo, V-B =0, V x E = -0,B,

V xB= ,u(](J + EgatE) . (2)
Legge di Biot-Savart per il campo prodotto da un “segmento” infinitesimo di corrente

o I de x
dB = — .
A7 r?

Campo magnetico al centro di una spira circolare di raggio b percorsa dalla corrente I

pol
B="n. 4
T (4)
Campo generato da un dipolo magnetico m statico
= %[3@ #)F —m)] . (5)
Teorema di conservazione dell’energia elettromagnetica
o (LE2+ L B’)+v.s—_J1.E, (6)
2 240
dove S = ¢9c¢’E x B.

Trasformazioni di un quadrivettore A, = (Ao, A) per una trasformazione di Lorentz con velocita V = B¢

,J_ =A )
dove le direzioni || e L sono riferite a V e v = (1 — 52)

(7)

-1/2.

Formule compatte per la trasformazione di Lorentz del campo elettromagnetico
E\/\:EH’ Ej_:’y(EL—F,BXBC) B\,\:BH’ BQ_ZW(BL—,BXE/C).

dove V = (¢ ¢ la velocita del sistema S’ rispetto al sistema S, “||” e “L” sono riferite a V.

(8)

Pressione esercitata da un’onda elettromagnetica piana di intensita I su uno specchio perfetto a incidenza
normale

P=2I/c. (9)



SOLUZIONI
1

a) Come approssimazione prendiamo il campo di una spira circolare di raggio b, percorsa dalla stessa
corrente [ e tale che I'area e quindi il momento magnetico siano li stessi della spira quadrata: questo
richiede wb* = a? ovvero b = a/\/7. Sostituendo nell’espressione per la spira circolare otteniamo

1 I
By ~ _ Mot VT pol (10)

2a/vr) 2 a

che & gia molto vicino al risultato esatto essendo /7 /2 ~ 0.886 mentre 2v/2/7 ~ 0.900. Un’appros-
simazione piu rozza (e per eccesso) sarebbe considerare per ogni lato il campo di un filo infinito,
ottenendo

1 4 ol
By~ 4t _ 2 Ho (11)
2n(a/2) 7 a
con 4/m ~ 1.273.
Calcolo esatto: tutti i lati della spira giacciono sullo stesso piano, come pure la
distanza r del centro O da qualunque punto della spira. Cosi tutti i contributi , ,8
dB sono perpendicolari al piano e paralleli tra loro. Ogni lato del quadrato '/ de
da lo stesso contributo al campo magnetico B in O, quindi basta calcolare il A Y
contributo di un lato e moltiplicare il risultato per 4. Per la legge di Biot e a |
Savart (3) ogni elemento d£ di lato da un contributo 0 g
Ide %
=t xr (12) . TI
4T 3 .
al2 -
Dalla figura vediamo che il numeratore della seconda frazione della vale
dlxr=zrsinfdl, (13)

dove z ¢ il versore uscente dalla pagina. Il modulo di r ¢ a/(2 cos «), mentre il modulo di d€ &

a a da
dg = d (5 tanoz) = 5 0082a . (14)

Cosi, notando dalla figura che sin 8 = cos «, abbiamo

B:4@1/W/48C083a G
dr o J @ 2cosa 2cos?a

2 [/ 81 I
:4@1—/ cosada = L2 22 2:2\/5&, (15)
/4 At a Ta



b) Assumo V = Vx. Per i lati paralleli a V, J. = FyJ e p/ = —yV J,/c* = =4V J/c* dove i segni si
riferiscono al lato superiore e inferiore, rispettivamente.

Per i lati perpendicolari a V, J; = FJ (dove i segni si riferiscono rispettivamente a lato sinistro
e destro) e p' = 0.

I segni della densita di carica possono essere controllati pensando che nel centro B, > 0 e per
trasformazione dei campi E; = -V B, <0.

Per i lati paralleli a V', I}, = J;A = vJA. Per i lati perpendicolari a V, I} = J,A/y = JA/v (la
contrazione delle lunghezze riduce la sezione di un fattore 7).
c¢) Consideriamo un volumetto che contenga lo spigolo in alto a sinistra. Il flusso di corrente all’interno
del volumetto ¢

1 2
-1 =JA (’y - ;> = JA7‘£—2 (16)

La variazione della carica contenuta all’interno del volumetto ¢ dovuta al trascinamento della carica
situata sul lato orizzontale (x):

dQ/ V2
= PVA= JAVg (17)
2
a) Inserendo nell’equazione d’onda
0 Lor) B, =
x g t y 0 (18>
si ottiene f”(x) = —(w?/c?) f(x) con soluzione generale
f(z) = Ae'*® + Be™ k=w/c (19)

Imponendo f(£a/2) = 0 si ha f(x) = cos((2m + 1)rz/a) con m = 0,1,2,..., oppure f(z) =
sin(2nmz/a) con n = 1,2,.... Le frequenze permesse sono w = {nc/a con £ =1,2,. ...
b) Il campo si pud vedere come due onde monocromatiche contropropaganti di ampiezza Ey/2 e
intensita I = ggc(Ep/2)?, da cui la pressione P = 21 /c = gqE3 /2.

Come ordine di grandezza

Ey~10°Vm™ (20)

¢) Prendiamo un modo “pari” con E, = Re (Epcos((2m + 1)mz/a)e”™"). Dall’equazione 9,B =
—V X E si ottiene il campo magnetico

B. =Re (—z% sin((2m + 1)m/a)e—w) (21)



da cui la densita di energia EM

1 1 1
w o= <%E§ + Q_MOB§> =3 (%0153 cos*((2m + 1wz /a) + WE(Q) sin®((2m + 1)7Tx/a)>
€0
= 25 (22)

dove si ¢ usato e = 1/c%. Per unita di lunghezza

U=ua=Pa. (23)



