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Una particella di carica ¢ e massa m si muove nel piano xy sotto I’azione di un potenziale armonico
U(r) = mwir?/2 con r? = 22 + %

a) Supponendo che la particella compia un’orbita circolare di raggio r = a, si caratterizzi la radiazione
emessa (dandone la frequenza, la potenza irraggiata, la polarizzazione rilevata per emissione in
direzione z o z rispettivamente) trascurando la perdita di energia per irraggiamento.

b) Assumendo che la perdita di energia per periodo dell’orbita circolare sia non trascurabile ma
piccola rispetto all’energia totale, si calcoli la variazione temporale del raggio a = a(t).
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Un’onda elettromagnetica piana, monocromatica di frequenza w, con campo elettrico
E = Re { Epe’"* D} g, (1)

si propaga in direzione X in un mezzo con indice di rifrazione reale n > 1 in quiete nel sistema del
laboratorio S.

a) Calcolare la direzione e 'ampiezza (By) del campo magnetico dell’onda in funzione di Ej e n.

b) Calcolare le ampiezze dei campi EM, la frequenza e il vettore d’onda in un sistema S’ che si muova
lungo z con velocita V = (¢/n)x rispetto a S.
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Una vela solare puo essere modellizzata come uno specchio sottile di area A e densita superficiale o =
pd dove p ¢ la densita di massa e d lo spessore della vela. Si assume che lo specchio sia perfettamente
riflettente nella banda del visibile e che in questa banda la potenza totale emessa dal Sole sia P.
Sono note la massa del Sole My ~ 2x10% kg e la costante gravitazionale G = 6.67x 10~ m®kg 's~2.
a) Mostrare che per valori sufficientemente piccoli di o la vela viene accelerata verso l'esterno del
sistema solare. Si dia una stima numerica (ordine di grandezza!) del valore di soglia per ¢ usando i
valori del raggio medio dell’orbita terrestre ro ~ 1.5 x 10'* m e dell’intensita media della luce solare
sulla Terra I ~ 1.6 x 10> W/m”.

b) Supponendo che la forza di gravita sia trascurabile rispetto a quella dovuta alla pressione di
radiazione, si calcoli la velocita raggiunta dalla vela partendo dall’orbita terrestre di raggio rp. Si

. X . _ -2
dia una stima numerica assumendo o = 10~* kg m™~.



FORMULE UTILI
Equazioni di Maxwell
V -E = p/eo, V-B=0, V x E =-0,B, V x B = puo(J +£00,E) . (2)

Campo di radiazione di dipolo elettrico p(t)

Potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettrico p = p(t)

%

irr 3C3 |p‘ ( )

Relazione di dispersione per un mezzo con indice di rifrazione n = n(w)

k2c?
w? = o (5)

Trasformazioni di un quadrivettore A, = (A, A) per una trasformazione di Lorentz con velocita V = B¢
Ay =74 —B-A), A =7(4) - BA) , T=AL, (6)

dove le direzioni || e L sono riferite a V e y = (1 — 32)~1/2,

Formule compatte per la trasformazione di Lorentz del campo elettromagnetico
E\/\:EH’ Ej_:’y(EL—F,@XBC) B\,\:BH’ BQ_ZW(BL—,@XE/C). (7)
dove V = (¢ ¢ la velocita del sistema S’ rispetto al sistema S, “||” e “L” sono riferite a V.

Pressione esercitata da un’onda elettromagnetica piana di intensita I su uno specchio perfetto a incidenza
normale

P=2I/c (8)



SOLUZIONI
1

a) L’accelerazione centripeta a, = —w?r ¢ dovuta alla forza elastica f, = —kr = —mw?r, quindi
posto ma, = f, otteniamo w = wy. Alternativamente basta proiettare I’equazione di Newton lungo x
e y, ottenendo due equazioni di oscillatori armonico che, per sfasamento di 7/2 tra le due direzioni,
danno un’orbita circolare.

Il momento di dipolo p = ¢r ruota nel piano xy con velocita angolare wy. Si ha quindi radiazione
di dipolo elettrico alla frequenza wy. La polarizzazione e parallela alla proiezione del dipolo nel piano
ortogonale alla direzione di osservazione, per cui ¢ lineare se osservata nel piano xy e circolare se
osservata lungo z. In formule basta osservare che il campo di radiazione E;,q o (p X i) X n con n
la direzione di osservazione. Prendendo p = ga(xcoswyt + ysinwyt) e i = X o n = 2z si ottiene la
direzione di E.

La potenza emessa e o

= 50 w0’ (9)

b) Per tempi brevi rispetto al tempo di spiraleggiamento l'orbita puo essere approssimata come
circolare con raggio a = a(t). L’energia totale della particella &

£ = %13 + %w%rQ = mwja® (10)
essendo r = a e v = awy. Posto d€/dt = —P si ha
d 2k
megad—ctl = —3—62q2w§a2 (11)
ovvero 1 _
a2 e
dt ~ 3me 0T T (12)
con soluzione a(t) = a(0)e /.
2
a) Usando l'equazione 9,B = —V X E otteniamo —iwBy = —z(0, F) ovvero
k 5 i(kr—wt) n 5 i(kr—wt) 5 i(krz—wt)
B = —Eyze = —FEyze = Byze (13)
w c

dove si & usato w/k = ¢/n.
b) Per un boost lungo x con velociti V' = ¢/n si ha

W=yw—-kV)=0, K =~k —wV/c?) =k/y (14)

Dalla legge di trasformazione del campo elettrico E' = v(E 4+ V x B) si ha per la componente non
nulla

E' =~(E,~VB.) =0 (15)

Y



Il valore del campo magnetico si puo ottenere dalla trasformazione analoga oppure dall’invariante di
Lorentz
E* - B*=FE;(1-/VH) <0 (16)

da cui, in S” dove E’ = 0, otteniamo B} = By/7.
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a) La forza esercitata dalla pressione della luce solare sulla vela &
1
fr=2"24A (17)
c
dove I ¢ l'intensita della luce solare. Per conservazione dell’energia si ha I, = P, /(4mr?) dove r &

la distanza dal centro del Sole. La forza gravitazionale sulla vela ¢ data da

f, = _Memy _ %(UA) (18)

r2 r2

Posto quindi f;, + f, > 0 otteniamo, indipendentemente da 7 e A

P
<2—"— 19
7 dreG Mg (19)
Poiché
Py = 4mri Iy ~ 47 x 3.6 x 10%* W (20)
si ha

2(3.6 x 10%°) .
~2x 107 k 21
7S BX109(6.67 x 10-1)(2 x 1090) ~ = ° & (21)

b) Trascurando la gravita 1’equazione del moto della vela e

dr P d [r2lr
=9 Y A=__ A 22
BT 4mric dr < re (22)
L’energia acquistata all’infinito partendo da r = rp e
21 I
K= (TT TA) =TTy (23)
rc i c

Posto K = m,V?/2 = 0 AV?/2 si ha infine

op T\ /2
V= ( A T) ~12x10°ms! (24)
oc



