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Si consideri una catena unidimensionale di nanosfere
identiche, aventi raggio a e poste lungo l’asse x nelle
posizioni xi = id (i intero) con spaziatura uniforme
d ≫ a, e polarizzabilità α (ovvero in un campo uni-
forme Ei il momento di dipolo pi = αEi). Nel seguito si considerino i due casi di dipoli sia paralleli
che perpendicolari all’asse x e si risponda giustificando eventuali approssimazioni fatte.

a) Considerando solo l’interazione tra primi vicini, mostrare la seguente relazione tra i momenti di
dipolo delle nanosfere

pi =
k0α

d3
[3(pi−1 · x̂)x̂− pi−1 + 3(pi+1 · x̂)x̂− pi+1] =


2k0α

d3
(pi−1 + pi+1) (pi ∥ x̂)

−k0α

d3
(pi−1 + pi+1) (pi ⊥ x̂)

. (1)

b) Si assuma adesso che pi = p̄eikxi−iωt con p̄ parallelo o perpendicolare ad x, e 2πc/ω ≫ d. Si
mostri che

1 =
2α

d3

{
2 cos kd (pi ∥ x̂)
− cos kd (pi ⊥ x̂)

, (2)

c) Se le nanosfere sono costituite da un metallo semplice di permittività εr = 1−ω2
p/ω

2, determinare
α e calcolare la relazione di dispersione ω = ω(k) individuando per quali intervalli di frequenza la
propagazione è possibile (ci si restringa all’intervallo 0 < k < π/d, giustificando perché).
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Q
Su un anello isolante di raggio a è depositata una carica Q uniformemente
distribuita con densità lineare ℓ = Q/2πa. Per t > 0 si pone l’anello in
rotazione intorno al proprio asse mantenendo una velocità angolare ω = ω(t).
Supposto noto il coefficiente di autoinduzione L di una spira circolare di
raggio a, calcolare in funzione di ω(t)

a) il campo elettrico indotto sull’anello,

b) il momento delle forze elettriche sull’anello.

c) Se l’anello ha momento di inerzia I e si applica per t > 0 un momento meccanico costante τm,
determinare ω = ω(t) con la condizione iniziale ω(0) = 0.
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NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commen-
to non saranno considerati. Laddove sono richieste risposte numeriche sono sufficienti 1 o 2 cifre
significative.

FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Equazioni di Maxwell

∇ · E = ρ/ε0, ∇ ·B = 0, ∇× E = −∂tB, ∇×B = µ0(J+ ε0∂tE) . (3)

Campo elettrico interno a una sfera dielettrica con permittività εr in campo elettrico esterno E0

Eint =
3E0

εr + 2
. (4)

Definizione di permittività dielettrica εr per un mezzo lineare

P = ε0χE , εr = 1 + χ , εr = ε0εr (5)

Campo generato da un dipolo elettrico p statico a distanza r

Ep =
k0
r3
[3(p · ˆ̂r)ˆ̂r− p] . (6)
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SOLUZIONI

1

a) Applicando la formula data per il campo di dipolo statico e prendendolo uniforme dato che d ≫ a

Ei ≃ k0
3(pi−1 · x̂)x̂− pi−1

d3
+ k0

3(pi+1 · x̂)x̂− pi+1

d3
. (7)

Nel caso transverso pi−1 · x̂ = 0, nel caso longitudinale (pi−1 · x̂)x̂ = pi−1.

b) Usando pi = αEi abbiamo la relazione ricorsiva

pi = αEi =
α

d3
[3(pi−1 · x̂)x̂− pi−1 + 3(pi+1 · x̂)x̂− pi+1]

=


2k0α

d3
(pi−1 + pi+1) (pi ∥ x̂)

−k0α

d3
(pi−1 + pi+1) (pi ⊥ x̂)

(8)

Inserendo l’espressione pi = p̄eikxi−iωt ed eliminando poi il fattore comune si ottiene

1 =
2k0α

d3

{
2 cos kd (pi ∥ x̂)
− cos kd (pi ⊥ x̂)

. (9)

c) Se 2πc/ω ≫ d si può considerare che ogni sfera si trova nel campo vicino generato dalle altre sfere,
e che questo campo sia uniforme e valga quindi l’espressione elettrostatica

pi =
3(εr − 1)

εr + 2
VEi = 4πa3

εr − 1

εr + 2
Ei ≡ αEi , (10)

dove V = (4πa3/3). Quindi otteniamo la relazione di dispersione

ω2 =
ω2
p

3

(
1− 2a3

3d3

{
2 cos kd (pi ∥ x̂)
− cos kd (pi ⊥ x̂)

)
(11)

Gli intervalli di frequenza sono determinati dai valori massimo e minimo di cos kd, ovvero cos(kd =
0) = 1 e cos(kd = π/2) = 0. Se pi ∥ x̂, si ha (ω2

p/3)(1 − 4a3/3d3) < ω2 < ω2
p/3. Se pi ⊥ x̂, si ha

ω2
p/3 < ω2 < (ω2

p/3)(1 + 2a3/3d3).
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a) L’anello rotante è equivalente a una spira circolare con corrente

I =
ω

2π
Q . (12)

Il flusso del campo magnetico autogenerato attraverso l’anello è

Φ(B) = LI . (13)
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Per la simmetria cilindrica del problema, il campo elettrico ha linee di forze circolare concentriche
all’anello. Indicando con E il campo a r = a ovvero sull’anello, applicando la legge di Faraday si ha

2πaE = −L
dI

dt
−→ E = − LQ

(2π)2a

dω

dt
. (14)

b) Calcoliamo il momento delle forze elettriche su un tratto infinitesimo dell’anello e poi integriamo
sulla circonferenza:

τE =

∫
aEℓds =

∫ +π

−π

aE
Q

2πa
adϕ = aQE = − LQ2

(2π)2
dω

dt
. (15)

Il risultato τE = aQE è intuitivo (tutta la carica Q si trova a distanza a dall’asse ed è sottoposta
allo stesso campo E).

c) L’equazione che descrive la rotazione è

I dω
dt

= τm + τE −→
(
I +

LQ2

(2π)2

)
dω

dt
= τM , (16)

da cui

ω =
τm
I ′ t , I ′ = I +

LQ2

(2π)2
. (17)

L’effetto dell’autoinduzione appare come un aumento dell’inerzia dell’anello.
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