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Sulla superficie piana x = 0 di separazione tra due mezzi dielettrici, aventi
permittivita rispettivamente e, (per x < 0) e &5 (per & > 0) si trova la
densita superficiale di carica libera o.

Calcolare il campo elettrico in tutto lo spazio nei due casi
a) di densita uniforme o = oy,
b) di densita non uniforme o = ¢ cos(ky). (Suggerimento: si cerchi per il
potenziale elettrostatico ¢ una soluzione dell’equazione di Laplace V2¢ = 0
nella forma ¢(x,y) = X(x)Y(y) nelle due regioni z > 0 e z < 0, e si
impongano poi le condizioni al bordo per x = 0).
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Si consideri un’onda monocromatica piana stazionaria di polarizzazione generica, il cui campo
elettrico e dato da
E

E=—— cos(kz) (§ cos(wt) + dzsin(wt)) = Re <
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A 5 8ok ()
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dove 0 < § < 1 (icasid =0 e d = 1 corrispondono a polarizzazione lineare e circolare, rispettiva-
mente).

a) Scrivere l'espressione del campo magnetico B corrispondente al campo elettrico (1) e determinare
per quali valori di ¢ i campi E e B sono mutuamente perpendicolari o paralleli. Cosa si puo dire del
flusso di energia elettromagnetica, sia istantaneo che mediato sul periodo?

b) Si risolva 'equazione del moto (a regime) per una particella di carica g e massa m considerando
effetto del solo campo elettrico (1). Si dica come variano con z l'ampiezza di oscillazione e la
potenza irraggiata dalla particella.

c) Si valuti ora la forza lungo x mediata sul periodo di oscillazione

Fx:<qVXB>x ) (2)

usando per la velocita v della particella il risultato del punto precedente. Si discuta il moto lungo
x sotto leffetto di F},, individuando in particolare eventuali punti di equilibrio e la frequenza delle
piccole oscillazioni intorno ad essi.

NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commento
non saranno considerati.



FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA

Equazioni di Maxwell
V -E = p/eo, V- -B=0, V xE = —0,B, V x B = uo(J 4+ €00,E) .
Forza di Lorentz su una particella puntiforme di carica ¢
F=¢g(E+vxB).
Equazioni dell’elettrostatica per mezzi con permittivita dielettrica e:
V-D=p,, VxE=0, D=(cE+P)=cE.
Potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettrico p = p(t)
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irr — 3C3 |I)|2 .

Teorema di conservazione dell’energia

1
o (°E?+ —B?)+J.E+V-S=0,
2 240

dove S = ¢yc’E x B.

Formula rapida per la media temporale di un prodotto di campi oscillanti scritti in notazione

complessa come A(t) = Re(ﬁe—iwt) e B(t) = Re(ée—iwt):

(ADB() = SRe(AB"),  (A%(1)) = AP

(8)



SOLUZIONI
1

a) L’equazione V - D = py,, con D = ¢E, non contiene esplicitamente ¢ e suggerisce quindi di
cercare una soluzione antisimmetrica per D (analoga alla soluzione per E attorno ad un piano carico
nel vuoto): dalla simmetria del problema e dal teorema di Gauss si ottiene immediatamente D =
(00/2)sign(z)x, da cui E = E; = —(0¢/2¢1)Xx per 2 < 0 e E = Ey = +(0¢/2¢2)% per x > 0.

b) Separando le variabili I'equazione di Laplace ha soluzioni del tipo

¢(z,y) = (Cet ™ + De ") (Acos(ay) + Bsin(ay)) , 9)
con a > 0 da determinare. La simmetria del problema, la continuita di ¢ e il vincolo che ¢ ed
E = —V¢ non divergano per x — 400 suggeriscono di prendere la soluzione con a =k e

¢ = ¢o exp(—k|z|) cos(ky) . (10)
Le condizioni al bordo per il campo elettrico a x = 0 sono
e2B,(07,y) —e1Bu(07,y) = o(y) . E,(07,y) — E,(07,y) =0, (11)

che sono soddisfatte se
00
= 12
%0 k(e + €2) (12)
2
a) Scriviamo i campi in forma complessa come E = Re(Ee ™), etc. Utilizzando I'equazione 9,B =
—V x E otteniamo

—iwB = —k (—2z + i0y) sin(kz) , (13)

0
(1+42)1/2
da cui

~ Ey P
B = m(éy + ZZ) s1n(ka:) . (14)

Si ha quindi

Eo

B=aroyne

(y6 cos(wt) + zsin(wt)) sin(kx) . (15)

Per i prodotti scalare e vettoriale, a meno di fattori moltiplicativi

E-B o §cos?(wt) + dsin*(wt) =4, (16)
E xB o xcos(wt)sin(wt) — 62 sin(wt) cos(wt)x = %(1 — §?) sin(wt) cos(wt) , (17)

dacui E-B=0sed=0e ExB =0sed=1:1campi sono perpendicolari per polarizzazione lineare
e paralleli per polarizzazione circolare.

I1 flusso di energia S = £yc?E x B ¢ identicamente nullo a ogni istante per § = 1, mentre si annulla
in media sul periodo per § # 1.



b) L'equazione dv/dt = gE/m ha soluzione v = (iq/mw)E. L’ampiezza di oscillazione varia quindi
come cos(kz). La potenza irraggiata P oc |dv/dt|* o< cos?(kx). Ampiezza e potenza irraggiata sono
nulle nei punti tali che kx = 7/2 4+ nm, con n =0,+1,£2, ...

c) Si ha
1 -
(qvxB) = JRe (%E x B*)
2 E? 7
= 0 sin(kx) cos(kx)Re (i(y + i62) x (§y —i2)) = X Ejsin(2kx) (18)

2mecw 1 + 62 Amew

essendo (y +02) x (0y —iz) = —iy X z +i0°2 x y = —i(1 + 6?)x. La forza media ¢ indipendente
dalla polarizzazione.

Si hanno punti di equilibrio laddove sin(2kx) = 0. I punti di equilibrio stabile sono i minimi del
“potenziale” U tale che F, = —dU/dx,

q2

U=
8mew

kEg cos(2kz) , (19)

quindi nei punti x = x,, tali che 2kzx,, = (2n+1)m, n = 0,41, £2,.... Intorno a un punto di minimo,
essendo cos(2kz) ~ —1 + (2k(z — z,,))?/2, si ha

2
m qEy 9
U~Upin+ — xr— o), 20

2 (ﬂmc) ( 0) (20)

da cui la frequenza delle piccole oscillazioni Q = ¢Eqy/(v/2me).



