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Nel sistema S del laboratorio una corrente costante I scorre sulla superficie di un
cilindro infinito di raggio a, parallelamente all’asse del cilindro, cosi che la corrente
superficiale ¢ j = (I/2ma)z con z la direzione assiale. Calcolare
a) il campo magnetico in tutto lo spazio,
b) la forza magnetica per unita di superficie stabilendo in particolare se il cilindro
tende a espandersi o a implodere.

Si consideri ora un sistema S’ in moto rispetto a S con velocita V = Vz.
Calcolare in S’
c¢) i campi elettrico e magnetico e le densita di carica e corrente,
d) la forza per unita di superficie, confrontando col risultato in b).
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Un cilindro di lunghezza molto grande rispetto al raggio a possiede una magnetizzazione uniforme

M parallela al proprio asse.

a) Dimostrare che nel limite di lunghezza infinita il campo magnetico ¢ B = poM all’interno del

cilindro (r < a) e nullo fuori dal cilindro (r > a).

Si assuma che la magnetizzazione decada spontaneamente in maniera “lenta” secondo la legge

M = M(0)e /.

b) Usando I'approssimazione di correnti lentamente variabili, calcolare il campo elettrico in tutto lo

spazio, determinando a posteriori le condizioni per cui ’approssimazione é giustificata.

c) Calcolare il vettore di Poynting e il suo flusso su una superficie cilindrica coassiale al cilindro, sia

per r < a che per r > a: si discuta la conservazione dell’energia per il sistema.

NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commento

non saranno considerati.



FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA
Equazioni di Maxwell
V-E=pleg, V- -B=0, VxE=-9B, VxB=/uyJ+cE). (1)
Forza magnetica su un elemento infinitesimo di corrente
df =J x Bd’z = Idé x B . (2)

dove l'ultima eguaglianza vale per un elemento infinitesimo di circuito di spessore trascurabile per cui
Jd3z = JSdl = 1de.

Equazioni della magnetostatica dei mezzi con densita di polarizzazione magnetica M

B
V-B=0, V><<M—M>EV><H:O, B=yH+M), Jy=VxM. (3)
0

Teorema di conservazione dell’energia

EOEQ 2 V E 1

dove S = ¢oc’E x B.
Trasformazioni di un quadrivettore A, = (Ao, A) per una trasformazione di Lorentz con velocitd V = B¢

Ay=7(4o—B-A), A =~(4) - BA), L=AL, ()

dove le direzioni || e L sono riferite a V e v = (1 — 52)~1/2,

Formule compatte per la trasformazione di Lorentz del campo elettromagnetico
E‘/‘:E”, Ej_:’Y(EJ_—i-,BXBC) B|I|:B||, Bj_:’)/<BJ_—,8XE/C), (6)
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dove V = B¢ ¢ la velocita del sistema S’ rispetto al sistema S, “||” e “1” sono riferite a V.

Operatore rotore in coordinate cilindriche (r, ¢, 2)

VxV = (T_18¢Vz _ 82V¢, 0,V, — 8TVZ’T—1(6T(T‘V¢) — agﬁ‘/r)) . (7)



SOLUZIONI
1

a) Per simmetria B = B¢(r)q3. Applicando il teorema di Stokes a una linea di forza di raggio r, si
ottiene By = piol /27 per r > a e B, =0 per r < a.

b) Consideriamo un elemento infinitesimo di superficie avente area dS = ad¢dz. La corrente che
scorre lungo ’elemento, in direzione z, ¢ dI = j.ad¢. La forza magnetica ¢

1 1
df = §jad¢dzi xB(r=a")= —§jZaB¢(a+) dodzt (8)
dove il fattore 1/2 ¢ inserito essendo il campo nullo da un lato della superficie e uguale a B(r =
a®t) = (uol/2ma)¢ dall’altro. La forza ¢ quindi diretta verso Iinterno, ovvero la corrente tende a
collassare. La forza per unita di superficie P é cosi

P = —j.By(a)i = ———B3(a) . (9)

Lo stesso risultato puo essere ottenuto col principio dei lavori virtuali. La variazione di energia
magnetica puo essere calcolata rapidamente osservando che se il raggio della superficie cilindrica
aumenta di da, tra z e z + dz scompare I’energia magnetica precedentemente contenuta nel volume
infinitesimo 2wa dadz, pari a du = (1/249)B}(a*)2ma dadz; per unita di lunghezza

du | R
dU,, = L= —2—MOB¢(CL )2mada. (10)
Poiché I'aumento del raggio provoca una diminuzione del flusso di B tra z e z + dz pari a d®’ =
B(a)dadz, il generatore che mantiene costante la corrente deve sviluppare la potenza W = —&1 per
compensare la potenza dovuta alla forza elettromotrice £ = —d®/dt. La variazione (per unita di
lunghezza) dell’energia del generatore é quindi

1
dU,., = —Wdt = —1d® = 27ajBy(a") da = 2ma— B*(a) da = —2dU,, . (11)
Ho

La variazione totale & allora
dU,,, = dU,,, +dU,, = =dU,, . (12)

L’energia totale aumenta se da > 0, quindi il cilindro tende a collassare; ’energia magnetica aumenta
ma l'energia interna del generatore diminuisce di una quantita doppia. La forza per unita di superficie
vale

1 dU,, 1 du, 1,

P=- = =——B(a"). 13
2ma da +27ra da 210 o) (13)

c¢) Poiché il campo magnetico é trasversale alla velocita di trasformazione e inoltre ' = r, in S’ i
campi sono dati da

B,=4B,, E.=—BycB,. (14)
Le trasformazioni della quadricorrente danno per le densita superficiali di carica e
j'z=7j., o' =—pvi./c. (15)
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Queste espressioni sono coerenti coi campi. Ad esempio alla superficie r = a™
E(a”) = 0'/eq = =B7j:/c0c = —poPye(l/2ma) = —ByeBy(a”) . (16)

d) Poiché sia il campo magnetico che la corrente aumentano in S’ di un fattore 7 rispetto a S, la
tensione magnetica aumenta Qi un fatt0r.e ’yQ,‘ovvero P = .—B(f(a*)/Zuo = —v2B3(a%)/2u0 = 7 P
Questa forza viene pero parzialmente bilanciata dalla tensione elettrostatica

1 1 / 1 1
P = §U/E7/ﬂ(a+) = §€0Er2(a'+) = 550527202335(&) = TMBQVQBﬁ(aJF) = —** P, (17)

da cul
By, + P = (1= %3Py = P, (18)

cioé la forza per unita di superficie é la stessa in entrambi i sistemi.
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a) 1l cilindro magnetizzato & equivalente a un solenoide con corrente superficiale j, = M xn = M qﬁ,
ovvero per il solenoide nl = M. Segue che B = 7,z = oM.
b) Usando I'equazione V x E = —9,B otteniamo

M M
—MO2T:MO2 7“’ (r<a)
FE, = . T 1
¢ ,qua2 ;LOMaQ (r> ) ( 9)
_— — g T a
2r 2rr

Per verificare ’approssimazione si puo stimare il campo B indotto da E, e imporre B; < By =
uM/2ma. Usando V x B = 9,E/c? otteniamo

_ﬂ_MOM

8.B; = =% — , 20
VT er T e (20)
ovvero
o Mr? 1 /77r\2
Bi(r) = 55 :5(5) By + B, (0) . (21)

La costante di integrazione puo essere fissata imponendo Bj(a) = 0: questo perché ogni “strato”
cilindrico di corrente di spostamento puo essere vista come la corrente materiale in un solenoide, che
quindi genera campo magnetico solo all’interno del cilindro. Si ha allora

Bi(r) = % (%)230 | (22)

Quindi il valore massimo della correzione a B ¢ By(0) = (a/cT)?*By/2, e si ha By < By se a/cr < 1.
c¢) All’ordine pit basso in a/cT, si ha per r < a
1 /L()M2 32

S=—ExB-= r =
Ho 27 2407

r (r<a). (23)



Il flusso di S (per unita di lunghezza) sul cilindro di raggio r &

7w B?r?

O(S)=S-2mr =
HoT

(r<a), (24)

che ¢ opposto alla variazione dell’energia magnetica associata al volume del cilindro:

d (B , 2B
3 e S Y73 2
% <2N07W ) o (S) (25)

dU,,
dt

r<a

La variazione dell’energia associata al campo elettrico indotto EE non compare essendo di ordine
superiore in a/cr.

Per r > a, banalmente S = 0 all’ordine piu basso essendo B = 0 se si trascura la corrente di
spostamento. Il teorema di Poynting afferma allora la variazione dell’energia magnetica deve essere
uguale al lavoro fatto sulle correnti. Si ha infatti

AU, d (B , 2 ( B2\
R (A I , 26
at T @ (2%”) T<2uo>m (26)

mentre

2.2 2 N2
/J -Ed®r = j,E(a)2ra = M (MoMa) O — pomM=a ma’B '

T T MHoT



