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Si dimostri che
a)* una sfera di raggio a con densita di polarizzazione P genera al suo interno un campo elettrico

B == 1)

b)* una sfera dielettrica di raggio a e permittivita relativa €, in un campo esterno uniforme Eg
acquista una densita di polarizzazione indotta

e —1

€+ 2

(nella dimostrazione si puo usare il risultato del punto a)).

Si consideri ora un’onda elettromagnetica piana, linearmente polarizzata, di intensita I e lunghezza
d’onda A = 2m¢/w > a incidente sulla sfera del punto b).

c) Descrivere la radiazione diffusa dalla sfera, calcolando la potenza irraggiata P, la sezione durto
di diffusione o4 = P/I, e determinando le direzioni (rispetto alla polarizzazione! dell’onda incidente)
in cui 'intensita della luce irraggiata ¢ massima o minima.

d) Se la sfera e metallica e ¢, dipende dalla frequenza secondo la relazione

(UQ

& =cw)=1—- —"=2__ 3

" () w(w + iv) (3)

dove wy, e v sono costanti e v < w, discutere la dipendenza di o4 dalla frequenza, determinandone il
massimo in funzione di w.

P = 35, E, (2)
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Sul piano z = 0 ¢ presente una opportuna distribuzione superficiale di carica fissa che genera il
potenziale elettrostatico nel sistema del laboratorio S

d = O(z,y) = Poe 1 cos(ky) (¢, k>0). (4)

a)* Dimostrare che ¢ = k.

b) Calcolare il campo elettrico E associato al potenziale (4).

c)* Calcolare la densita di carica superficiale o = o(y) .

Si consideri ora un sistema S’ in moto con velocita uniforme V = Vy rispetto a S. Calcolare in S’
d) i potenziali scalare ® = ®'(2’,y/,t') e A’ = A'(2,y/, '), specificandone la dipendenza spaziale e
temporale,

e) i campi elettrico E’ e magnetico B’.

1Si avvisa di non confondere la “polarizzazione dell’onda” con la “(densita di) polarizzazione della sfera”.



NB Si scriva chiaramente e si giustifichi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza commento
non saranno considerati.

Le domande asteriscate (*) non devono essere svolte da chi sostiente solo la prova di Fisica B2.
Per queste domande si tenga eventualmente conto del risultato, senza doverlo dimostrare, per
le domande successive.

FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIA
Equazioni di Maxwell (uogo = 1/¢* , ko = 1/(4meg))
V -E = p/ey, V-B=0, V xE = —-0,B, V x B = po(J + c00E). (5)
Relazione tra densita di polarizzazione P e densita di carica di polarizzazione
VP=—p,  p=pptpu- (6)

Campo di radiazione di dipolo elettrico p(t)

Formula di Larmor per la potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettrico p(t)

2ko ..
Pirr = @|p|2 (8>

Trasformazioni di un quadrivettore A, = (Ap, A) per una trasformazione di Lorentz con velocita
V = (¢

A() =7(4y—-B-A), A/|| = ’Y(AH — BAo), Al =A, 9)

dove le direzioni || e L sono riferite a V e v = (1 — 32)71/2,

Formule compatte per la trasformazione di Lorentz del campo elettromagnetico

E|’|:E”, Ei:j/(EJ_—l—,BXBC) B|/|=B||, Bi:’V(BJ_—BXE/C)- (10)



SOLUZIONI
1

a) Una sfera di raggio a con densita di polarizzazione P puo essere considerata come la sovrappo-
sizione di due sfere uniformemente cariche, ambedue di raggio a, i cui centri sono separati da una
distanza infinitesima h e le cui densita di carica sono, rispettivamente, +p e —p, con ph = P. In
qualunque punto all'interno della sfera originaria il campo elettrico dovuto alla polarizzazione E, ¢
dato dalla somma vettoriale dei campi generati dalle due sfere cariche. Abbiamo

1
E,=E"+E", con E* = j:g—eoprjE (11)

dove r™ e r~ sono, rispettivamente, le distanze del punto in cui si calcola il campo dai centri delle

sfere a densita di carica positiva e negativa. Risulta
h P
E,=——0p=——. (12)
350 350

b) All’interno della sfera deve essere
P = XEtOt = 80(57« — 1)Et0t (13)

dove Eiy € la somma del campo applicato esterno Eg e del campo dovuto alla polarizzazione E,,
dato dalla (12). Abbiamo cosi
P
P = €0<€T - 1) (EO — —)

380
r—1
P = €0<€T—1)E0—¥P
L2
ng_ = €0<€T—1>E0
g —1
P =3 Ey. 14
€0€r_|_2 0 (14)

c) Sia E;(z,t) = E;R(e!**=%") il campo elettrico dell’onda incidente. Poiché a < A, si pud assumere
che il campo sia uniforme sull’intero volume della sfera e trascurarne la dipendenza da x, cosicché la
sfera si trova in un campo esterno E;(t) = E; cos(wt). In base al risultato del punto b), la radiazione
induce sulla sfera un momento di dipolo pari a:

-1
° n 2VE,- cos(wt). (15)

p = 3o
s
Applichiamo poi la formula di Larmor per la potenza media irraggiata da un dipolo oscillante,
ottenendo:
2

2 1
Ei|”. (16)

e — 1
Tr = 3 S
34meyc3

e+ 2

(IBP) = Tatus

P
3c3

Come per ogni dipolo oscillante, I'intensita della radiazione emessa sara nulla nella direzione di
polarizzazione dell’onda incidente e massima nel piano perpendicolare a quella direzione. L’intensita
dell’onda incidente, che & nota, vale:

1= (82 = o ([Bilt) x Bi(t)]a) = eoclBil” (17)



La sezione d’urto sara allora data da:

8 4 8 4
Oq = gﬂaQ <a7w> N = 5(27r)47m2 (%) N. (18)
dove:
g — 1 2
= 19
€+ 2 (19)

d) Nell'ipotesi proposta e limitandoci alla dipendenza dalla frequenza, la sezione d’urto é:

-1
4N — 4 Er (U.)) 20
0g X W' N(w)=w S (@) 12 (20)
Con pochi passaggi algebrici riscriviamo N:
1 2 o
N _ 4 — P ) 21
(@) =, (3w? — w?) + Jiwv (Bw? — w2)? + (3wr)? (21)

Ritornando all’espressione della sezione d’urto:

o R [ (=R R

che ha un massimo in w = wp/\/g.
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a) All’esterno del piano (z # 0), il potenziale deve soddisfare ’equazione di Poisson, percio:
V20(z,y) = ®(z,y)(¢> — k*) =0 (23)

che implica ¢ = k.
b) Il campo elettrico ¢ il gradiente negativo del potenziale:

E(z,y) = —=V&(z,y) = k®oe Ml (sgn(x) cos(ky), sin(ky), 0) (24)

c) La densita di carica superficiale si ricava dal teorema di Gauss applicato ad un’opportuna superficie
cilindrica, di lunghezza trascurabile, posta con I'asse lungo x:

d(0,y) = g0 (Epmor — Ezo-), = €02k cos(ky). (25)
d) Il quadripotenziale A, = (®/c,0) in S. Applicando le trasformazioni di Lorentz si trova
P = Ay =7P/c, A, = Ay = —py®/c, A=A =0. (26)

In queste espressioni ® = @[z (2’ v, '), y(2', 1/, t')], ovvero ® va espresso in funzione delle coordinate
in S’. Usando le relazioni

x=a, y=7y +Vt), (27)
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si trova alfine
' = Do 7 cos[yk(y + V)], A, = —pd/c. (28)

Il campo elettromagnetico in S" appare quindi come un’onda superficiale con velocita di fase V' e
frequenza vkV'.
e) Applicando direttamente le trasformazioni dei campi elettromagnetici

E. =~E,, E; =F,, B, =~BE,/c, (29)
dove si applica ancora la (27) per ottenere la dipendenza dalle coordinate. In alternativa i campi si
possono ottenere dai potenziali ricavati al punto precedente,

E =V A, B=VxA (30)
Si ricava cosi
E. = -0, = kd'sign(z') = ~vE,, (31)
E, = =0, —0A, = Yo H |k sin(yk(y 4+ V) — gykv sin(vk(y' + V')
= (1 = B)kDoe T sin(vk(y + V) = E,, (32)
B, = A, = —B0,0'jc= BIE,jc = ByEL/c. (33)



