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Un condensatore piano è formato da due armature metalliche paral-
lele e circolari di raggio a poste a distanza h ≪ a tra loro. Il con-
densatore è connesso a un generatore che impone la corrente oscil-
lante I = I(t) = Re(I0e

−iωt) (nel seguito è sottintesa la dipendenza
temporale ∝ e−iωt per ogni campo).

Trascurando gli effetti di bordo e usando l’approssimazione di
correnti lentamente variabili, calcolare
a) il campo elettrico E0 all’interno del condensatore e la densità
di carica superficiale sulle armature ±σ0, all’ordine più basso di
approssimazione in cui sia E0 che σ0 sono considerati uniformi;
b) il campo magnetico B1 = B1(r) all’interno del condensatore, all’ordine più basso non nullo (con
r distanza dall’asse del condensatore);
c) le correzioni al campo elettrico E2 = E2(r) e alla densità superficiale σ2 = σ2(r) all’ordine
successivo, fissando eventuali costanti di integrazione col requisito che il generatore mantenga sempre
la stessa corrente in ingresso I(t).
d) Calcolare la potenza (mediata sul periodo) Prad irraggiata dal condensatore, in approssimazione
di dipolo, esprimendo il risultato nella forma Prad = (1/2)Rrad|I0|2 e valutando Rrad per a = 1 cm,
h = 1 mm e ω/2π=50 Hz o 5000 Hz (può essere utile ricordare che Z0 ≡

√
µ0/ε0 = 376.7 Ohm).
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Un’onda monocromatica piana di ampiezza del campo elettrico E0 e pola-
rizzata P incide su un mezzo semi-infinito di indice di rifrazione reale n > 1
all’angolo di Brewster θB (tale che l’angolo di rifrazione θt = π/2− θB da
cui tan θB = n) cos̀ı che non c’è onda riflessa.

Calcolare
a) l’ampiezza del campo magnetico dell’onda trasmessa (Bt),
b) l’ampiezza del campo elettrico dell’onda trasmessa (Et),
c) il flusso del vettore di Poynting S = ε0c

2E×B attraverso la superficie
chiusa A che racchiude l’interfaccia tra mezzo e vuoto, come mostrato in
figura.



FORMULE UTILI

Equazioni di Maxwell

∇ · E = ρ/ε0, ∇ ·B = 0, ∇× E = −∂tB, ∇×B = µ0(J+ ε0∂tE) . (1)

Potenza istantanea irraggiata per emissione di dipolo elettrico p = p(t)

Pirr =
2k0
3c3

|p̈|2 (2)

Teorema di conservazione dell’energia

∂t

(
ε0
2
E2 +

1

2µ0

B2

)
+∇ · S+ J · E = 0 , (3)

dove S = ε0c
2E×B.

Relazione di dispersione per un mezzo con indice di rifrazione n = n(ω)

ω2 =
k2c2

n2
(4)



SOLUZIONI
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a) Usiamo un sistema di coordinate cilindriche (r, ϕ, z) con l’asse polare z coincidente con l’as-
se di simmetria del condensatore. Otteniamo l’approssimazione iniziale Q(0)(t) per la carica del
condensatore dalla relazione

dQ(0)(t)

dt
= −I(t) , (5)

che ci porta a

Q(0)(t) = i
I0
ω
e−iωt = Q0e

−iωt , con Q0 = i
I0
ω

, (6)

il fattore i indica uno sfasamento di π/2 tra carica e corrente, la carica è in ritardo di un quarto di
periodo rispetto alla corrente. Otteniamo poi come approssimazione iniziale per la densità di carica
sulle armature

σ(0)(t) = σ0 e
−iωt , con σ0 =

Q0

πa2
= i

I0
πa2ω

. (7)

Come approssimazione iniziale per il campo elettrico tra le armature E(0)(t) = ẑE(0)(t) abbiamo

E(0)(t) =
σ(0)(t)

ε0
= E0 e

−iωt , con E0 =
σ0

ε0
= i

I0
πa2ε0ω

. (8)

b) Otteniamo l’approssimazione iniziale per il campo magnetico B(1)(t) = ϕ̂B(1)(t) dalla relazione

∇×B(1) =
1

c2
∂E(0)

∂t
, (9)

da cui, applicando il teorema di Stokes, abbiamo

2πrB(1) = −iωπr2E(0) , quindi B(1) =
µ0rI0
2πa2

e−iωt . (10)

c) La correzione successiva al campo elettrico, E(2), si ottiene dalla relazione

∇× E(2) = −∂B(1)

∂t
, da cui, in coordinate cilindriche, − ∂E(2)

∂r
= −iωB(1) , (11)

dove abbiamo tenuto conto che B(1) è diretto lungo ϕ̂ ed E(2) lungo ẑ. Inserendo la (10) troviamo

E(2)(r) = E(2)(0)− iωµ0r
2

4πa2
I0 , (12)

con E(2)(0) una costante di integrazione da determinare. La correzione successiva alla densità di
carica delle armature, dipendente da r, è

σ(2)(r) = ε0E
(2)(r) . (13)



La costante E(2)(0) si determina imponendo che

d(Q(0) +Q(2))

dt
= −I , (14)

dove

Q(2) =

∫ a

0

σ(2)(r) 2πr dr . (15)

Ricordando la (5) dobbiamo avere Q(2) = 0, quindi

0 =

∫ a

0

[
E(2)(0)− iωµ0r

2

4πa2
I0

]
2πr dr

E(2)(0)πa2 = i
ωµ0a

2

8
I0

E(2)(0) = i
ωµ0

8π
I0 . (16)

d) Il momento di dipolo del condensatore vale

p(t) = ẑQ(0)(t)h = ẑ i
I0
ω
e−iωth , (17)

quindi la potenza totale irraggiata mediata sul periodo vale

Prad =
1

4πε0

2

3c3
|p̈|2 = 1

4πε0

2

3c3

∣∣∣Q̈(0)h
∣∣∣2 = 1

4πε0

1

3c3
|hI0ω|2 , (18)

dove la barra indica la media sul periodo ed è stato inserito un fattore 1/2 dovuto alla media sul
periodo. Ricordando che 1/(ε0c) =

√
µ0/ε0 = Z0 abbiamo

Prad =
Z0

12π

(
ωh

c

)2

I20 . (19)

Dalla definizione abbiamo

Rrad =
2Prad

I20
=

Z0

6π

(
ωh

c

)2

(20)

Inserendo i valori proposti otteniamo Rrad ≃ 2.3× 10−17 Ω a 50 Hz e ≃ 2.3× 10−13 Ω a 5000 Hz.
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a) La componente del campo magnetico parallela all’interfaccia è continua, quindi abbiamo

Bt = B0 =
E0

c
, (21)

dove Bt è l’intensità del campo magnetico dell’onda trasmessa, E0 e B0 le intensità dei campi elettrico
e magnetico dell’onda incidente.



b) Per un’onda piana in un mezzo omogeneo abbiamo

Et = vfBt =
c

n
Bt =

E0

n
, (22)

dove vf è la velocità di fase dell’onda nel mezzo.

c) Il flusso di energia entrante nella superficie chiusa A è, per unità di superficie,

Φi = Si · (−x̂) = −(ε0c
2E0B0) cos θB = −(ε0cE

2
0) cos θB . (23)

dove Si = ε0c
2Ei ×Bi è il vettore di Poynting dell’onda incidente, e x̂ è il versore entrante perpen-

dicolare alla superficie di interfaccia tra vuoto e mezzo. Il flusso di energia uscente da A, sempre per
unità di superficie, è

Φt = St · (+x̂) = −(ε0c
2EtBt) cos θt =

(
ε0cE

2
0

n

)
sin θB , (24)

dove St = ε0c
2Et×Bt è il vettore di Poynting dell’onda trasmessa. Sfruttando la relazione tan θB = n

abbiamo
|Φt|
|Φi|

=
1

n

sin θB
cos θB

=
1

n
tan θB = 1 , (25)

quindi tutta l’energia entrante viene trasmessa nel mezzo.


