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Due lastre metalli
he identi
he, 1 e 2, hanno base 
ir
olare di raggio r e spessore
a ≪ r. Le lastre sono 
oassiali, parallele, isolate e a distanza fra loro h ≪ r.a) Si supponga inizialmente 
he su ogni lastra si trovi la stessa 
ari
a Q (NB:an
he il segno della 
ari
a è lo stesso per entrambe le lastre!). Determinare 
omela 
ari
a si distribuis
e sulle super�
i delle lastre, tras
urando gli e�etti di bordo(NB: per ogni lastra 
onsiderare entrambe le super�
i di base!) e 
al
olare laforza 
he si eser
ita tra le lastre. [8 punti℄b) Si supponga adesso 
he sulle lastre si trovino 
ari
he diverse Q1 e Q2.Determinare la distribuzione di 
ari
a sulle super�
i e il 
ampo elettri
o tra le due lastre. [7 punti℄2
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Si 
onsideri un 
ondensatore piano 
on armature di super�
ieS e separazione h. Lo spazio tra le armature è riempito a metàda due materiali di permettività dielettri
he diverse ε1 e ε2,se
ondo 
ias
una delle due 
on�gurazioni I e II mostrate in�gura. Tra le armature è mantenuta la d.d.p. 
ostante V .a) Per 
ias
una delle due 
on�gurazioni 
al
olare il 
ampoelettri
o nelle regioni 1 e 2. [8 punti℄Si assuma adesso 
he i due dielettri
i non siano perfetti isolantie posseggano 
ondu
ibilità non nulle σ1 e σ2.b) Cal
olare nuovamente il 
ampo elettri
o e la densità di 
or-rente nelle regioni 1 e 2 per 
ias
una 
on�gurazione (in 
ondizioni stazionarie), stabilendo in parti-
olare se sulle super�
i di separazione tra i due dielettri
i 
ompare una densità super�
iale di 
ari
alibera. [7 punti℄3Una sfera 
onduttri
e di raggio R sulla 
ui super�
ie è presente la 
ari
a elettri
a libera Q vieneimmersa in un mezzo avente permettività dielettri
a ε e 
ondu
ibilità σ.a) Cal
olare la legge temporale ed il tempo 
aratteristi
o 
on i quali la sfera si s
ari
a. [8 punti℄b) Mostrare 
he nella s
ari
a l'energia dissipata nel mezzo per e�etto Joule è uguale alla variazionedell'energia elettrostati
a. [7 punti℄
) (fa
oltativa) Come 
ambierebbero le risposte pre
edenti per un 
onduttore 
ari
o di formaarbitraria? [5 punti℄ 1



NB Si s
riva 
hiaramente e si giusti�
hi brevemente ogni passaggio; risultati dati senza 
ommentonon saranno 
onsiderati.Per il punteggio verranno valutate le 4 risposte migliori sulle domande a) e b) (ovvero i 4 punteggiparziali più alti sull'insieme delle domande) più l'eventuale risposta alla domanda fa
oltativa 3 
).
FORMULE UTILI E RICHIAMI DI TEORIAEquazioni dell'elettrostati
a dei dielettri
i (ρlib densità di 
ari
a volumi
a libera)

∇ ·D = ρlib , ∇× E = 0 , D = εE = ε0εrE (1)Densità di 
orrente J e potenza dissipata Pdis per unità di volume in 
onduttori Ohmi
i 
on 
ondu-
ibilità σ o resistività ρ = 1/σ

J = σE = ρ−1
E , Pdis = J · E . (2)Equazione di 
ontinuità per la 
ari
a elettri
a (ρ densità di 
ari
a volumi
a)

∂tρ = −∇ · J (3)ovvero in forma integrale, per un volume T ra

hiuso dalla super�
ie S (
on n̂ versore perpendi
olarea dS in direzione us
ente)
d

dt

∫

T

ρ d3x = −

∫

S

J · n̂dS . (4)Energia elettrostati
a Ues asso
iata ad una distribuzione di 
ari
a (ρ densità di 
ari
a, V potenziale,
E 
ampo elettri
o)

Ues = 1

2

∫

ρlibV d3x =
ε0εr
2

∫

|E|2d3x . (5)dove l'integrale di volume è esteso a tutto lo spazio.
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SOLUZIONI1
h

D

a

r

A B C

σA σB σC σD

1 2

a) Se tras
uriamo gli e�etti ai bordi, la 
ari
a di ogni lastra si distribuis
e sulledue super�
i di base: la 
ari
a della lastra 1 si distribuis
e sulle super�
i Ae B della �gura, mentre la 
ari
a della lastra 2 si distribuis
e sulle super�
i
C e D. Su ogni base la densità super�
iale di 
ari
a sarà uniforme. Per la
onservazione della 
ari
a dovrà essere 
os��

πr2(σA + σB) = πr2(σC + σD) = Q. (6)Inoltre il 
ampo elettri
o deve essere nullo all'interno dei 
onduttori. Ognisuper�
ie 
ari
a A, B, C e D, fa
endo l'ipotesi 
he la 
ari
a sia positiva, generaun 
ampo EX = σX/2ε0 (
on X = A,B,C,D) perpendi
olare alla super�
iestessa, e diretto verso sinistra alla sua sinistra, verso destra alla sua destra. Abbiamo 
os�� le dueulteriori equazioni
σA − σB − σC − σD = 0

σA + σB + σC − σD = 0. (7)Le (6) insieme alle (7) formano un sistema di quattro equazioni lineari in quattro in
ognite la 
uisoluzione è
σA = σD =

Q

πr2
, e σB = σC = 0. (8)Il 
ampo è 
os�� nullo in tutto lo spazio tra la super�
ie A e la super�
ie D.Per quel 
he riguarda la forza, 
onsideriamo la densità di 
ari
a σA sulla super�
ie A. Alla suasinistra il 
ampo, diretto perpendi
olarmente alla lastra e verso sinistra nella �gura, vale

E =
σA

ε0
=

Q

πε0r2
, (9)mentre alla sua destra, 
ome abbiamo detto, è nullo. La forza sulla lastra vale quindi

F =
Q2

2πε0r2
, (10)diretta perpendi
olarmente alla lastra e verso sinistra nella �gura (le lastre, avendo 
ari
a di ugualsegno, si respingono). Poi
hé sulla super�
ie B non 
'è 
ari
a, questa è tutta la forza 
he agis
e sullalastra di sinistra. La forza sulla lastra di destra si può ottenere dal terzo prin
ipio della dinami
a.b) Adesso la 
onservazione della 
ari
a 
i dà, al posto delle (6), le due equazioni

πr2(σA + σB) = Q1, πr2(σC + σD) = Q2, (11)mentre la 
ondizione 
he il 
ampo sia nullo all'interno dei 
onduttori è an
ora data dalle (7). Questavolta il sistema lineare di quattro equazioni in quattro in
ognite da risolvere è dato dalle (11) e (7),e le soluzioni sono
σA =

Q1 +Q2

2πr2
, σB =

Q1 −Q2

2πr2
, σC =

Q2 −Q1

2πr2
, σD =

Q2 +Q1

2πr2
. (12)Il 
ampo tra le due super�
i sarà

E =
σA + σB − σC − σD

2ε0
=

Q1 −Q2

2πε0r2
, (13)diretto verso destra se Q1 > Q2, verso sinistra se Q1 < Q2.3



2a) Nella 
on�gurazione I usiamo il fatto 
he, alla super�
ie di separazione tra due dielettri
i la 
om-ponente parallela del 
ampo elettri
o E‖ (in questo 
aso 
oin
idente 
on tutto il 
ampo) è 
ontinua.Poi
hé la relazione V (B)− V (A) = −
∫ B

A
~E · d~l è valida an
he in un dielettri
o, abbiamo
E1 = E2 =

V

h
. (14)Nella 
on�gurazione II sarà inve
e 
ontinuo il prodotto εE⊥, dove E⊥ è la 
omponente del 
ampoperpendi
olare alla super�
ie di separazione, 
oin
idente, questa volta, 
on tutto il 
ampo. Quindiabbiamo

ε1E1 = ε2E2, da unire alla 
ondizione E1
h

2
+ E2

h

2
= V. (15)Abbiamo 
os�� un sistema di due equazioni lineari in due in
ognite, la 
ui soluzione è

E1 =
2 V ε2

h(ε1 + ε2)
, E2 =

2 V ε1
h(ε1 + ε2)

. (16)b) Dal punto di vista delle 
orrenti, la 
on�gurazione I si 
omporta 
ome due resistenze messe inparallelo, il 
ampo elettri
o nelle due regioni rimane lo stesso di prima e avremo le densità di 
orrente
~J1 = σ1

~E e ~J2 = σ2
~E.La 
on�gurazione II, inve
e, si 
omporta 
ome due resistenze messe in serie, quindi, la densità di
orrente deve essere la stessa nei due strati: σ1E1 = σ2E2, 
he, 
on la se
onda 
ondizione delle (15)
i porta a

E1 =
2 V σ2

h(σ1 + σ2)
, E2 =

2 V σ1

h(σ1 + σ2)
. (17)In questo modo non è più 
ontinua la 
omponente perpendi
olare alla super�
ie di separazione di ε ~E,e quindi 
ompare una densità super�
iale di 
ari
a libera Σlib sulla super�
ie di separazione stessa.Dal teorema di Gauss abbiamo

Σlib = ε2E2 − ε1E1 =
2V

h

σ1ε2 − σ2ε1
σ1 + σ2

. (18)3a) Il 
ampo elettri
o generato nel mezzo dalla sfera 
onduttri
e 
ari
a vale, al di fuori dalla sferastessa
~E =

1

4πε

Q

r2
r̂, 
ui 
orrisponde una densità di 
orrente ~J = σ ~E =

σ

4πε

Q

r2
r̂. (19)Attraverso una qualunque super�
ie sferi
a di raggio r maggiore del raggio della sfera, e 
on
entri
aalla sfera stessa, passa quindi una 
orrente

I =

∮

sup. sferica

~J · d~S =
σ

4πε

Q

r2
4πr2 =

σ

ε
Q. (20)Per la 
onservazione della 
ari
a abbiamo quindi

dQ

dt
= −

σ

ε
Q , da 
ui Q = Q0 e

−(σ/ε)t, (21)4



dove Q0 è la 
ari
a della sfera all'istante t = 0. Si ha quindi un de
adimento esponenziale 
on
ostante di tempo τ = ε/σ.b) L'energia elettrostati
a iniziale è data dall'integrale
U0 =

ε

2

∫

fuori dalla sfera

E2(t = 0) d3x =
ε

2

∫ ∞

R

1

16π2ε2
Q2

0

r4
4πr2 dr =

Q2
0

8πε

∫ ∞

R

1

r2
dr =

Q2
0

8πεR
. (22)Allo stesso risultato si può arrivare 
al
olando il lavoro ne
essario per portare la 
ari
a dall'in�nitoalla super�
ie della sfera. In presenza di una densità di 
orrente ~J e di una 
ondu
ibilità del mezzo

σ, la potenza dissipata per unità di volume vale J2/σ. Per l'energia totale dissipata avremo quindi
Udiss =

∫ ∞

0

dt

∫

fuori dalla sfera

J2

σ
d3x =

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

R

[

σ

4πε

Q0 e
−(σ/ε)t

r2

]2
1

σ
4πr2 dr

=
σ Q2

0

4πε2

∫ ∞

0

e−2(σ/ε)t dt

∫ ∞

R

1

r2
dr =

σ Q2
0

4πε2
ε

2σ

1

R
=

Q2
0

8πεR
. (23)
) In questo 
aso il 
ampo non ha più simmetria sferi
a. Però, presa una qualunque super�
ie 
hiusa

S 
he ra

hiuda il 
onduttore, questa sarà attraversata da una 
orrente 
omplessiva
I =

∮

S

~J · d~S = σ

∮

S

~E · d~S =
σ

ε
Q (24)per il teorema di Gauss. Abbiamo quindi an
ora

dQ

dt
= −

σ

ε
Q (25)e la legge di s
ari
a rimane la stessa 
he per il 
onduttore sferi
o.
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