ALGORITMO FFT

(Fast Fourier Transform)

Richiami sulla DFT

Siaf un segnale periodico di periodo N rappresentato dal vettore N-dimensionale di
componenti  f[0], f[1], ..... , fIN-1]

Si definisce Trasformata di Fourier Discreta (DFT) del segnale f 1a successione F:

N-1 -i m
F[k]=> f[m]e M Ok =041,...,N-1
m=0

.2T[k

Formuladi inversione:

1 Nzt L.
f[m]:ﬁz F[k]e N Om=01...,N-1
k=0

LaDFT di un vettore pud essere calcolata attraverso un prodotto matrice-vettore
introducendo lamatrice A (di dimensione NxN) t.c. 2
2T,

Akm =€ N
et (ADIK= S A, fm=Ye N i(m =K = F=AL

Il prodotto matrice-vettore Af richiedeil calcolo di N prodotti per ogni componente
di F. Essendo N le componenti di F, il costo computazionale totale sara N*




Algoritmo FFT

L' agoritmo FFT (Fast Fourier Transform) & basato su un metodo estremamente
efficiente per il calcolo dellaDFT, con una sostanziale riduzione del tempo di
calcolo attraverso unariduzione del numero di operazioni.
Assumiamo che N siaun potenzadi 2: N = 2P
2Tt N-1
_jam
Introducendo W =e N 1aDFT pud essereriscrittacome HK] = Zf [m]wk™

LaFFT s basafondamental mente su 2 ingredienti: m=0
* leproprietadi W
* |a decomposizione binaria degli indici k ed m

1) PROPRIETA DI W

Seq=0,1,....N-1 w==»> \N? sonoleradici N-esime dell’ unita

2Tt 2T
- N I -2
Infatti: W9=e N e (W) " z=e W =g'™=1

In particolare se q e multiplo di 2° :| g=n2" = W* :1|

Infatti: \\W/9=e N :e_2p —e %M =1

2) DECOMPOSIZIONE BINARIA DEGLI INDICI k, m
— -1 -2 2
m=2""m_, +2°7?m_,+...+2°m,+2'm +m,
— - -2 2
k =2k, + 2%k, , +...+ 2%k, + 2'k, +k,
Il prodotto mk si potra quindi esprimere;
mk = mp_l(2p'12p‘lkp_1 + 20K, e+ 277127k, + 2772k + 2"‘1k0)+
m (2722 K 272272k, e+ 207227k, + 27722k, + 272K )+

m,, k, 0{03}

p-2

m, (227K, + 21272k, +eee+ 227K, + 22K, + 2K, )+
m, (2"‘1kp_l + 272K, e+ 27K, + 2K, + ko)

dacui:
mk = mp_l(zp—22p kp—l 4+ 2P30P kp—2 +..-+ 202" k2 +2P kl + 2p—1k0 +
mp_2 (2p—32p kp—l + 2p—42p kp_2 +...+ 2P k2 + 2P—1k + 2p—2 k +

m, (Zpkp,1+2p‘1kp,2+---+23+22k1+21k0)+
m, (2"‘1kp,l +2°2K -+ 27K, + 2K, + ko)




Avendo espresso il prodotto mk come sommadi vari termini (che indichiamo
genericamente con g b ,c ...) possiamo esprimere:

WM = Warbrer = WA WP (We -
Dalle proprietadi W, & perd noto che se g & multiplo di 2P, w9=1

llﬁ Nello sviluppo di mk, tutti gli addendi multipli di 2P non daranno alcun
contributo e possono essere ignorati. Gli unici a dare contributo sono quelli
sottolineati.

Poniamo: ¢, =2°"k,m_,
¢, = (271K, + 272k )m

Cpy = (2p‘1kp_1 + 2"‘2kp_2 +o+ 2k, + ko)m0
) W™= W W LW
Ritornando allaformuladella DFT possiamo quindi esprimere tutto in funzione
degli indici my; , k; : FIK] = AK, 1, Ky 0o Ky Ko
f[m] =f[mp—lamp72!"',m11mo]
1 1 1 1
Ak Koz Ky kol = Z Z z Zf[mp_l,mp_z,...,ml,mo]wco WS [ - W
my=0m;=0

omy Mp>=0m;, =0

Costo computazionale: O componente di F érichiesto il calcolo di p sommatorie
(essendo N=2P =) p=log,N) ognuna contenente due termini.

Costo I componente : 2log,N

— Costo totale : 2Nlog,N

|mplementazione della FFT

L’implementazione della FFT si esegue in passi successivi attraverso | introduzione dei
cosidetti p vettori intermedi f().

1 1 1 1
F[kp—l'kp—Z"”’kl'kO] = Z Z z Zf[mp—llmp—Z"”!mllmO]Wco WS - W

me=0m;=0  my,=0 mpil =0 f (1) |
I e

£ (p-2)

f (°)

I primo vettore intermedio f() (calcolato a partire dal vettore f di input) diventa
I argomento della seconda sommatoria per il calcolo del secondo vettore intermedio f(?)
ecosl via




Esplicitando i vettori intermedi e facendo attenzione agli indici da cui dipendono:
1
f(l)[kOvmp—zv“‘-mlvmo]z Zf[mp—l-mp—zv"'-mlvmo]wco

m,4=0

1
f(Z)[kovklv"'-mlvmo] = Zf (l)[ko- Mz My, mo]Vvcl

m, =0

' 1
f(p)[k01kll'“1kp—2'kp—1] = Zf (p_l)[k0’k17“'lkp—ZImO]WCP—l
mg=0
Esempio: p=4 ; N=2P=16
Laformuladella FFT diventa:

1 1 1 1
Ak Kok kol = 0 >0 >0 > fmg, m,, my, mg]W® (WS W [W*
my=0 m; =0m, =0 m3 =0
mentreperic: ¢, =2°k,m,
c, = (23kl + 22k0)m2
c, = (2°k, + 2%k, + 2k, )m,
¢, = (2%k, + 2%k, + 2k, +k, )m,

| vettori intermedi: L
fOlky,m,,m;, my] = Zf[m3,m2,m1,mo]W°°

m;=0

1
f@lko, ky,my,mg] = > Ok, m,, my, mJW*

m,=0
1
f ko Ky kpmo] = 3 F Lk, ky, my, my W™
m; =0
1
f Ok Ky, Ky kol = D F ALk, ky kg, m] WS
my=0

Dopo il calcolo del quarto vettore intermedio si arriva a
Fks Ky, Ky ko] =F @k, Ky, Ky, Ka]

m===)> | acomponente [Ks, ky, ky, ko] del vettore F coincide con la componente
[Ko» Kq, Ky, ko] del vettore f(4). Una volta ottenuto il quarto vettore
intermedio, bisogna riordinare le sue componenti attraverso un’ operazione
di BIT-REVERSAL per ottenere le componenti di F nel giusto ordine.

Per esempio: - —f@ —f@4
Pio= 0] =F0,0,0,01=1“[0,0,0,0] = “[0]

= —f4 —f(
A1l F[g,g,g,klo] f [%,g,g,g] f[8]




Schema afarfalla

Calcoliamo esplicitamente alcune componenti di 2 vettori intermedi.

1 1
) f(l)l:kolrnZ’rnl’rnO]: zf[m3xm2:m1:mo]wco . CO :23k0m3
my=0
fO[0] = F[O]W° +f[8]W°  (k,=m,=m, =m,=0; m,0{03})
fO[ =f[QW° +f[9IW°  (k,=m,=m,=0; m,=1; m,0{03})
fO[L5] = F[7IWC +f[15]W®  (ko=m,=m,=m, =1; m,;0{03)
1
2 Ok Ky Ky Kol = Y EO[Kg Ky kg MW ¢, = (2K, + 22K, + 2K, + ko),
my=0
fO[0] = fO[OW +F P[W°  (k, =k, =k, =k, =0; m,0{03})
fO[) =fOOW° +f O[W®  (k, =k, =k, =0; k,=1; m,0{03})
f9[15] = f O[24]W° +f O[15)W™  (k, =k, =k, =k, =1; m,0{03})
Comesi interpretail graficoa
f(O) f(l) @) f(3\ fﬂ) .
o | ';0\ /WOQ\ ';0\ - o farfalla:
FOU) - o Xwg @ 1. Lesbharretteelefrecce
o) - - - indicano le componenti del
o Z f @ vettore intermedio
o0 - w? A precedente che entrano in
TAMOR w! w? f@) gioco per il calcolo del
FOS) w? Xv“’ fao successivo.
o® - Wuz‘:"é /® 2 Selasbarrettatermina
o w2 " fas senzafrecciala
£o®) W ZW' Ffm componente del vettore
£O@) - w? W f© intermedio precedente va
F030) - w0 W i) moltiplicata per W9; con la
FOLY . meWU F13) freccia va moltiplicata per il
R WH9indicato.
FO2y . wo w? f(3)
O3 . wo Xwn fan 3. Secondo laterminologiada
FO(14y . Wi W F noi usata: § © (0) =f[0]
f(D)(15) W"‘XW” f(lS)

£(0) = O]




Relazionetra FT e DFT

Siaf(x) unafunzione nell’intervallo [-X,X] ef(oo) lasuatrasformatadi Fourier in
[-Q,Q].

Campionamento dellaf(x) su N punti: ~ x, =-X+md, m=0,---,N-1 Bx:%
Campionamento dellaf(w) su N punti: ~ «, =-Q+k3, k=0,---,N-1 60):%

Vagono lerelazioni: QX:% - 5@:%

Si pud dimostrare che: 2m

i—mk
N

(@)= (93, X (" (x,)e

Il calcolo dellatrasformata di Fourier (discretizzata) di unafunzione puo essere fatto
utilizzando laDFT:

1. Campionamento dellaf(x) e=> f(x,)

2. Moltiplicazione per lafase (-1)™ w=p f[m]=(-1)™f (x,,)
N-1 2m

3. CacolodellaDFT m=> > f[m]e

4

Moltiplicazione per Iafasré]:(cil)k e per il fattore di normalizzazione 9,

i=—ml
N




